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２章
【1】n = 1, 2については本文中で示されている．k ≥ 1とし，n = kで式 (2・11)が成り立

つと仮定するとL[tk] = k!/sk+1である．n = k + 1のとき

L[tk+1] =

∫ ∞

0

tk+1e−stdt =

∫ ∞

0

tk+1

{
d

dt

(
e−st

−s

)}
dt

=

[
tk+1 e−st

−s

]∞

0

+

∫ ∞

0

(k + 1)tk
e−st

s
dt

=
k + 1

s
L[tk] =

k + 1

s

k!

sk+1
=

(k + 1)!

sk+2

となり，n = k+1でも式 (2・11)が成り立つことがわかる．よって帰納的に，n = 1, 2, 3, . . .

について式 (2・11)が成り立つことが証明された．

【2】式 (2・15)の線形性と表 2・1を適切に利用する．

(1) L[e−5t(1 + 2t)] =
式 (2・15)

L[e−5t] + 2L[te−5t] =
表 2・1

1

s + 5
+

2

(s + 5)2

(2) L[sin(αt + β)] = L[sin αt cos β + cos αt sinβ]

=
式 (2・15)

cos βL[sin(αt)] + sinβL[cos(αt)] =
表 2・1

α cosβ + s sinβ

s2 + α2

(3) L[(1 + t)(1+ 2t)] = L[1 + 3t + 2t2] =
式 (2・15)

L[1] + 3L[t] + 2[t2] =
表 2・1

1

s
+

3

s2
+

4

s3

(4) L[e−t(cos t + 3)] =
式 (2・15)

L[e−t cos t] + 3L[e−t] =
表 2・1

s + 1

(s + 1)2 + 1
+

3

s + 1

注：デルタ関数が関わらない場合は，t ≥ 0を前提としてよい．これよりL[1] = L[us(t)].

【3】表 2・1を前問とは逆方向に利用．部分分数展開や式 (2・26)の線形性も適切に利用す
る．

(1) L−1

[
3

s2 + 2s + 10

]
= L−1

[
3

(s + 1)2 + 32

]
= e−t sin 3t
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(2) L−1

[
s + 1

(s + 2)(s + 3)2

]
= L−1

[ −1

s + 2
+

1

s + 3
+

2

(s + 3)2

]
= −e−2t + e−3t + 2te−3t

【4】式 (2・18)を利用する．L[x(t)] = X(s)と記す．(1) x(0−) = 2, ẋ(0−) = 1のとき

L
[
4
d2x(t)

dt2
+ 4

dx(t)

dt
+ x(t)

]

= 4{s2X(s) − sx(0−)− ẋ(0−)} + 4{sX(s) − x(0−)} + X(s)

= (4s2 + 4s + 1)X(s) − 8s − 12

これが L[3] = 3/sに等しいから X(s) =
8s2 + 12s + 3

s(4s2 + 4s + 1)
=

3

s
− 1

s + 1
2

+
1
2

(s + 1
2
)2

.

よって x(t) = L−1[X(s)] = 3 − e−
1
2
t + t

2
e−

1
2
t (t ≥ 0). (2) a �= 0とし，初期条件

x(0−) = x0 に対する t ≥ 0における解を示す．与式の両辺をラプラス変換すると

a{sX(s) − x0} + X(s) = 1 ∴ X(s) =
ax0 + 1

as + 1
=

x0 + 1
a

s + 1
a

. 逆ラプラス変換して

x(t) = (x0 + 1
a
)e−

t
a .

【5】MATLABで次を実行すると r = p = [ 4 3 2 1 ]T , k = [ ]となる．

>> num = [10 -70 150 -96]
>> den = [1 -10 35 -50 24]
>> [r,p,k]=residue(num, den)

これより，問題の伝達関数は
4

s − 4
+

3

s − 3
+

2

s − 2
+

1

s − 1
と部分分数展開されるこ

とがわかる．

３章

【1】i(0−) = 0, vo(0−) = 0として，Ri(t) + L
di(t)

dt
+ vo(t) = vi(t), C

dvo(t)

dt
= i(t)である．

これらをラプラス変換するとRI(s) + LsI(s) + Vo(s) = Vi(s), CsVo(s) = I(s)を得る．

I(s)を消去して整理すると
Vo(s)

Vi(s)
=

1

LCs2 + RCs + 1
.

【2】運動方程式は

m1ẍ1(t) = ku(u(t) − x1(t)) + k(x2(t) − x1(t)) + c(ẋ2(t) − ẋ1(t))

m2ẍ2(t) = k(x1(t) − x2(t)) + c(ẋ1(t) − ẋ2(t))

となる．ラプラス変換すると

m1s
2X1(s) = ku(U(s) − X1(s)) + k(X2(s) −X1(s)) + c(sX2(s) − sX1(s))

m2s
2X2(s) = k(X1(s) − X2(s)) + c(sX1(s) − sX2(s))

X1(s)を消去して整理すると

X2(s)

U(s)
=

ku(cs + k)

(m1s2 + cs + k + ku)(m2s2 + cs + k) − (cs + k)2
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Fig. 1: 2階微分に関するブロック線図
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Fig. 2: 図 3・16（追記）

【3】x(t)の2階の微分方程式には，x(t)に加えて dx(t)/dt, d2x(t)/dt2が現れる．これらの関
係はFig.1のように積分器を用いて表すことができる．式 (3・11)の左辺では d2x(t)/dt2

にmが掛かっているので，それに応じて左側の積分器のブロックを 1
ms
とする．さら

に，m d2x(t)/dt2がx(t)と dx(t)/dtで表されるので，これを引出し点，定数倍のブロッ
ク，加合わせ点で表現すると図 3・7となる．

【4】Fig.2のように，図 3・16に r2, u1, u4 の変数を補う．Fig.2の点線部分の伝達関数を
H(s) = G2(s)G1(s) + G3(s)とおくと，r2から u4への伝達関数（L(s)とおく）はフ

ィードバック結合の形であるから L(s) =
H(s)

1 + H(s)
となる．さらに，外側のフィード

バックにより，rから yへの伝達関数G(s)はG(s) =
G4(s)L(s)

1 + G4(s)L(s)
となる．以上より

G(s) =
G4(s)(G1(s)G2(s) + G3(s))

1 + (1 + G4(s))(G1(s)G2(s) + G3(s))
が得られる．

４章
【2】容易．

【3】ステップ応答の上側の包絡線K(1+ e−ζωnt/β)が定常値の+M%以内に収まる，すなわ
ちK(1+ e−ζωnt/β) ≤ 0.01KMとなる最初の時刻 tで Ts(M)を近似している．e−ζωntは
単調減少なので，その時刻は上式で等号が成り立つ t,すなわち t = ln(0.01Mβ)/(−ζωn)

が式 (4・14)の近似式の右辺である．

【4】φを式 (4・21)の 4行目で定義すると

ReG(jω)

|G(jω)| = cos φ,
ImG(jω)

|G(jω)| = sinφ

であり，これよりG(jω) = |G(jω)|(cos φ + j sinφ)と表すことができる．式 (4・21)の
一行目は

y(t) =
n∑

i=1

Kie
pit +

1

2j
|G(jω)|(cos φ + j sin φ)(cosωt + j sinωt)
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+
−1

2j
|G(jω)|(cosφ − j sin φ)(cosωt − j sinωt)

=
n∑

i=1

Kie
pit + |G(jω)|(sin φ cos ωt + cos φ sinωt)

となり，これより式 (4・21)の三行目が得られる．

【5】式 (4・31)で t = t0とすると eA 0 = I（式 (4・28)で t = 0とした場合）および積分区
間が 0の一点となることから，初期条件 x(t0) = x0が成り立つことがわかる．次に，

d

dt
eAt = AeAt = eAtA, eA(t−τ) = eAte−Aτ

となることを用いて式 (4・31)の両辺を tで微分すると

ẋ(t) =
d

dt

[
eAt

(
e−At0x0 +

∫ t

t0

e−Aτbu(τ )dτ

)]

=
deAt

dt

(
e−At0x0 +

∫ t

t0

e−Aτbu(τ )dτ

)
+ eAt d

dt

(
e−At0x0 +

∫ t

t0

e−Aτbu(τ )dτ

)

= AeAt

(
e−At0x0 +

∫ t

t0

e−Aτbu(τ )dτ

)
+ eAte−Atbu(t)

= Ax(t) + bu(t)

が得られ，x(t)が式 (4・23)を満たしていることがわかる．

【6】U(s) = 1/sである．(1) Y (s) =
b

T s + 1
U(s) =

b/T

s(s + 1/T )
=

b

s
− b

s + 1/T
. これを逆

ラプラス変換して y(t) = b(1− e−t/T ). (2) a, cのいずれかが非正の場合はシステムは不
安定となるので（7・2節参照），a, c > 0の場合を考える．固有角周波数は ωn =

√
c,

減衰係数は ζ = a/(2
√

c)となる．a < 2
√

c, a = 2
√

c, a > 2
√

cがそれぞれ教科書 p.42

の 1, 2, 3に対応する．(3) ωn = 1, ζ = 1/4, K = 1とおくと式 (4・5)の形となる．
0 < ζ < 1より，ステップ応答は式 (4・6)を用いて y(t) = 1 − 4√

15
e−

t
4 sin(

√
15
4

t + φ),

φ = tan−1
√

15. (4) Y (s) =
1

s(s + 1)(s + 2)(s + 3)
=

1/6

s
− 1/2

s + 1
+

1/2

s + 2
− 1/6

s + 3
.

∴y(t) =
1

6
− 1

2
e−t +

1

2
e−2t − 1

6
e−3t.

【7】ẏ(t)+y(t) = 0.5u(t)の両辺をラプラス変換すると sY (s)+Y (s) = 0.5U(s). よって uか

ら yへの伝達関数は 0.5/(s + 1). 時定数は T = 1. ステップ応答はL−1

{
0.5

s(s + 1)

}
=

0.5

(
1

s
− 1

s + 1

)
より y(t) = 0.5(1 − e−t). y(t)を Fig.3に示す．

【8】伝達関数は
5

2s2 + 0.5s + 3
. ωn =

√
6/2, ζ =

√
6/24, K = 5/3とおくと式 (4・5)の形とな

る．0 < ζ < 1より，ステップ応答は式 (4・6)を用いて y(t) = 5/3(1−
√

96
95

e−
1
8
t sin(

√
95
8

t+

φ), φ = tan−1
√

95. 定常値は 5/3. y(t)の最大値は式 (4・11)よりMpt = 2.8741となり，
式 (4・12)から P.O. = 0.7245となる．
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Fig. 3: ４章【7】, ステップ応答

【9】ωn =
√

5である．式 (4・15)の Ts(2)の近似式を用いると，ζ = 1/ωnより a = 2ζωn = 2

が得られる．なお，得られた aに対する実際の 2%整定時間は約 3.74s となる．

【11】A = −0.5, b = 2, c = 5である．u(t) = 1, t ≥ 0とし，式 (4・32)を用いると

y(t) =

∫ t

0

5e−0.5(t−τ )2dτ = 10

∫ t

0

e0.5(τ−t)dτ = 20[e0.5(τ−t)]t0 = 20(1 − e−0.5t)

【12】式 (4・38)を用いると

eAt = L−1{(sI − A)−1} = L−1

⎧⎨
⎩

[
s −1

0.8 s + 0.1

]−1
⎫⎬
⎭

= L−1

{
1

s2 + 0.1s + 0.8

[
s + 0.1 1

−0.8 s

]}

= L−1

{
1

(s + 0.05)2 + 0.7975

[
(s + 0.05) + 0.05 1

−0.8 (s + 0.05) − 0.05

]}

ω =
√

0.7975とおくと，表 2・1より

eAt = e−0.05t

[
cos ωt + (0.05/ω) sin ωt (1/ω) sin ωt

(−0.8/ω) sin ωt cosωt − (0.05/ω) sin ωt

]

つぎに，ceAtb = (e−0.05t/ω) sin ωtであるから，これと u(τ ) = 1を式 (4・32)に代入し
て計算すると y(t) = 1.25(1 − 40√

1595
e−0.05t sin(

√
319
20

t + φ), φ = tan−1
√

319を得る．
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５章
【1】式 (5・4)の最初の等号は自明．二番目の等号は，一般に，a, bを実数とするとき

∣∣∣∣a − jb

a + jb

∣∣∣∣ =
|a − jb|
|a + jb| =

√
a2 + (−b)2

√
a2 + b2

= 1

が成り立つことを用いて示すことができる．

【2】式 (5・16)のGL(s)の位相（GL(jω)の偏角）を計算すると

∠GL(jω) = ∠
(

K
jTLω + 1

jαTLω + 1

)
= ∠

(
K

(1 + αT 2
Lω2) + jTL(1 − α)ω

(αTLω)2 + 1

)

=
※

∠
(
(1 + αT 2

Lω2) + jTL(1 − α)ω
)

= tan−1 TL(1 − α)ω

1 + αT 2
Lω2

ここで，※の等号では複素数の偏角が正数倍しても変化しないことを用いている．正
接関数は単調であるから，∠GL(jω)の最大値を達する ω = ωnは tan ∠GL(jω)の最大
値を達するωでもある（偏角の範囲が 0◦～90◦であることにも注意）．よって

d

dω
tan ∠GL(jω) =

d

dω

TL(1 − α)ω

1 + αT 2
Lω2

=
TL(1 − α)(1 − αT 2

Lω2)

(1 + αT 2
Lω2)2

の符号を考えればよい．α ∈ (0, 1)に注意すると，上式はω = ωmaxで0となり，ω < ωmax

で正，ω > ωmaxで負である．よってω = ωmaxで∠GL(jω)は最大となる．φmaxはωmax

を上記の∠GL(jω)の式の右辺に代入すれば得られる．

【3】前問とまったく同様に

∠GD(jω) = tan−1 TL(1 − β)ω

1 + βT 2
Lω2

d

dω
tan ∠GD(jω) =

TL(1 − β)(1 − βT 2
Lω2)

(1 + βT 2
Lω2)2

を得る．β > 1であることに注意すると，ω = ωminで最小値 φminを取ることがわかる．

【4】問【1】と同様の絶対値の計算を利用して，以下のように計算される．∣∣∣∣jT1ω + 1

jT2ω + 1
− T1 + T2

2T2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2T2(jT1ω + 1) − (T1 + T2)(jT2ω + 1)

2T2(jT2ω + 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(T1 − T2)(jωT2 − 1)

2T2(jT2ω + 1)

∣∣∣∣ =
|T1 − T2|

2T2

【5】|G(jω)|が最大になるのは，分母の根号の中の第一項 (ω2 − (1 − 2ζ2)ω2
n)2 が 0になる

ときで，このとき ω = ωpである．Mpωの右辺は ωに ωpを代入することで容易に得ら
れる．

【6】容易．
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【7】式 (4・21)を利用する．G(s) =
s + 1

(s + 2)(s + 3)
の場合，Y (s) = G(s)

ω

s2 + ω2
を逆ラプ

ラス変換して

y(t) =
2ω

ω2 + 9
e−3t − ω

ω4 + 4
e−2t + |G(jω)| sin(ωt + φ), φ = ∠G(jω)

となる．MATLABで，正弦波応答とその過渡応答，定常応答を計算するプログラムの
例を示す．

>> G=zpk(-1,[-2 -3],1);

>> om=pi/3; % om はω
>> T=0:0.01:5; % 時間列
>> Ya=lsim(G,sin(om*T),T)’; % 正弦波応答
>> Yt=2*om/(9+om^2)*exp(-3*T) - om/(om^2+4)*exp(-2*T); % 過渡応答の項
>> [r,thd]=bode(G,om); % システム G の角周波数 om における ゲイン，位相(単
位：deg)がそれぞれ r, thd に代入される．
>> th=thd/180*pi; % ラジアンに変換
>> Ys=r*sin(om*T+th); % 定常応答
>> plot(T,Yt,’-.’,T,Ys,’--’,T,Ya,’-’,T,(Yt+Ys),’+’);grid on % グラフ描画

Yaと Yt+Ysが一致することが確かめられる．G(s) =
1 − s

s2 + s + 1
の場合は次式となる．

y(t) = e−
t
2 (a cos(ω1t) + b cos(ω1t)) + |G(jω)| sin(ωt + φ),

ω1 =

√
3

4
, a =

2ω − ω3

ω4 − ω2 + 1
, b =

a(ω − 1
2
) + ω

ω1
, φ = ∠G(jω)

【9】省略．

【10】G(s) =
2

s2 + 0.5s + 2
は，式 (5・24)の標準形で ωn =

√
2, ζ =

√
2/8, K = 1となる．

ζ <
√

0.5であるので共振ピークを持つ．(1) 式 (5・26)を参照しよう．ピークゲインと
ピーク周波数は，それぞれMpω = 16/

√
31, ωp =

√
30/4となる．(2) 式 (5・28)を用い

て，バンド幅は ωB = 2.1486となる．

G(s) =
1

5s2 + 2.5s + 1
ではωn = 1/

√
5, ζ = 1/

√
5 <

√
0.5, K = 1. これより (1) Mpω =

1.25, ωp =
√

3/5, (2) ωB = 0.5943.

【11】それぞれ Fig.4, Fig.5に示す．各図の実線は伝達関数，点線はその折れ線近似であり，
○印は折れ点である．

【12】伝達関数は

G(s) = c(sI − A)−1b = [ 1 0 ]

[
s −1

0.5 s + 2

]−1 [
0

1

]
=

1

s2 + 2s + 0.5

となる．ボード線図・ベクトル線図は省略．
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Fig. 4: ４章【11】, 1
(s+1)(s+500)

のボード線図と折れ線近似
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Fig. 5: ４章【11】, 10
(s+0.01)(s+200)(s+5000)

のボード線図と折れ線近似

8


