
第1章 演習問題 解答

(1) (i) 音楽信号の低音部を強調して再生する．

(ii) マイクに向けて発話した音声をテキストデータに変える．

(iii) テキストデータ（例えば文章）を音声読み上げする．

(iv) jpeg画像ファイルを png画像ファイルに変換する．

第2章 演習問題 解答

(1) (i) cos
(
π
4 t
)
+sin

(
π
3 t
) △
= x1(t)+x2(t)とおく．x1(t), x2(t)の角周波数（ω1, ω2）および基本周期（T1, T2）

はそれぞれ次のようになる．{
x1(t) = cos

(
π
4 t
)
→ ω1 = π

4 , T1 = 2π
ω1

= 8

x2(t) = sin
(
π
3 t
)
→ ω2 = π

3 , T2 = 2π
ω2

= 6

T1

T2
= 8

6 は有理数であるから，この信号は周期的であり，基本周期は 3T1 = 4T2 = 24となる．

(ii) cos t + sin
(√

2t
) △
= x1(t) + x2(t) = x(t)とおく．x1(t), x2(t)の角周波数（ω1, ω2）および基本周期

（T1, T2）はそれぞれ次のようになる．{
x1(t) = cos t→ ω1 = 1, T1 = 2π

ω1
= 2π

x2(t) = sin
(√

2t
)
→ ω2 =

√
2, T2 = 2π

ω2
=
√
2π

T1

T2
=
√
2は有理数ではないので，x(t)は非周期的である．

(iii) cos2
(
π
8n
)
= 1

2

(
1 + cos π

4n
) △
= x1[n] + x2[n] = x[n]とおく．このとき，x1[n] = 1

2 = 1
2 (1)

n は基本周期

N1 = 1の周期信号，x2[n] = 1
2 cos

π
4nは基本周期 N2 = 8の周期信号である．N1 と N2 の最小公倍数

8であるので，x[n]は基本周期 8の周期信号となる．

(iv) ej(
π
2 )n △

= ejΩ0nとおくと Ω0 = π
2 であり，

Ω0

2π = 1
4 は有理数である．従って，この信号は周期的であり，

基本周期は 2π
Ω0

= 4である．

(v) cos
(
1
6n
) △
= cos(Ω0n)とおく．このとき，Ω0 = 1

6 であるが，
Ω0

2π = 1
12π は有理数でないから，この信号

は非周期的である．

(2) x[n]は周期N の周期信号，すなわち x[n] = x[n+N ]であるから，n = m−N とすると，

x[m−N +N ] = x[m] = x[m−N ] (1)

が成り立つ．従って，

n∑
k=n0

x[k] =
n+N∑

m=n0+N

x[m−N ] （m = k +N として変数変換）

=
n+N∑

m=n0+N

x[m] （式 (1)より）

=
n+N∑

k=n0+N

x[k] （mを改めて kとおく）

が導かれる．
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(3) 次の通り．

xe(t)

t

4

5

(a)

2

−5
−2

x0(t)

t

4

5

2

−5
−2

(b) x0(t)

t

4

2

−2

xe(t)

t

4

2

−2
xe[n]

n

4

5

(c)

2

−5
−2

x0[n]

n

4

5

2

−5
−2

xe[n]

n

4

4

(d)

2

−4
−2

x0[n]

n

4

4

2

−4
−2

(4) x1[n], x2[n]はそれぞれ基本周期N1, N2 の周期信号であるから，{
x1[n] = x1[n+N1] = x1[n+mN1] （m :自然数）

x2[n] = x2[n+N2] = x2[n+ kN2] （k :自然数）

が成り立つ．それゆえ，

x[n] = x1[n] + x2[n] = x1[n+mN1] + x2[n+ kN2]

とおける．ここで，N1, N2 はともに整数であるので，

mN1 = kN2

を満足する自然数m, kの組み合わせが必ず存在し，そのときのm, kを用いてmN1 = kN2 = N とおくと，

x[n+N ] = x1[n+N ] + x2[n+N ] = x1[n+mN1] + x2[n+ kN2] = x[n]

が成り立つ．従って，x[n]は常に周期的となり，その基本周期はN1 とN2 の最小公倍数となる．
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(5) 次の通り．

x[n− 2]

n

3

0 21 3 4 5

x[2n]

n

3

−1 0 21 36 7

x[−n]

n

3

−4 −2−3 −1−5 0 1

x[−n+ 2]

n

3

−2−3 −1 0 1 2

(a) (b)

(c) (d)

(6) x(t)が x(t+ T ) = x(t)すなわち

ejω0(t+T ) = ejω0t

を満たせば周期的となる．ここで，

ejω0(t+T ) = ejω0tejω0T

であるから，

ejω0T = 1

を満たす必要がある．ω0 = 0ならば x(t) = 1であり，任意の T で周期的．一方，ω0 ̸= 0ならば，

ω0T = m2π ⇐⇒ T = m
2π

ω0
（m :正の整数）

が成り立つとき，ejω0T = 1を満たし，x(t)は周期的となる．その基本周期 T0 は，上式を満たす T のうち

最小の正の数であり，従って T0 = 2π/ω0.

(7) 全てのN について x[n+N ] = x[n]が満たされるのは

ejΩ0(n+N) = ejΩ0nejΩ0N = ejΩ0n

のとき，すなわち

ejΩ0N = 1 (2)

のときであり，このときのみ x[n]は周期的となる．式 (2)は

Ω0N = m2π （m :自然数）

すなわち
Ω0

2π
=
m

N
=有理数

のときのみ成り立つ．従って，x[n]は Ω0/2πが有理数のときのみ周期的となる．

3

『新しい信号処理の教科書』（978-4-274-22780-6）演習問題の解答 2021年11月15日

(C) 馬場口 登・中村 和晃，2021



(8) 基本周期N0 で x[n]が周期的となるとき，

ejω0(n+N0)Ts = ejω0nTsejω0N0Ts = ejω0nTs

である．上式が成り立つための条件は，

ejω0N0Ts = 1 ⇐⇒ ω0N0Ts =
2π

T0
N0Ts = m2π （m :自然数）

すなわち
Ts
T0

=
m

N0
=有理数

である．ゆえに Ts/T0 が有理数ならば x[n]は周期的となる．

(9) p[n] = D
(
x[n]

)
= x[n]− x[n− 1], q[n] = D

(
y[n]

)
= y[n]− y[n− 1]とおく．また，

w[n] = x[n] ∗ y[n] =
∞∑

k=∞

x[n− k]y[k]

とおく．このとき，

D
(
x[n] ∗ y[n]

)
= D

(
w[n]

)
= w[n]− w[n− 1]

=
∞∑

k=∞

x[n− k]y[k]−
∞∑

k=∞

x[(n− 1)− k]y[k]

=
∞∑

k=∞

(x[n− k]− x[n− k − 1])y[k]

=
∞∑

k=∞

p[n− k]y[k] = p[n] ∗ y[n] = D
(
x[n]

)
∗ y[n]

である．以上より

D(x[n] ∗ y[n]) = D
(
x[n]

)
∗ y[n]

が導かれる．なお，畳込みの可換則より，

D(x[n] ∗ y[n]) = x[n] ∗D
(
y[n]

)
も同様にして導くことができる．

(10) 畳込みの分配則

x(t) ∗ {h1(t) + h2(t)} = x(t) ∗ h1(t) + x(t) ∗ h2(t)

およびデルタ関数に関する性質

x(t) ∗ δ(t− t0) = x(t− t0)

を利用して，

y(t) = h(t) ∗ δT (t) = h(t) ∗

[ ∞∑
n=−∞

δ(t− nT )

]

=
∞∑

n=−∞
h(t) ∗ δ(t− nT )

=
∞∑

n=−∞
h(t− nT )

を得る．故に，(a) のときは y(t) =

∞∑
n=−∞

h(t− 3n)，(b) のときは y(t) =

∞∑
n=−∞

h(t− 2n)，(c) のときは

y(t) =

∞∑
n=−∞

h(t− 1.5n)であり，各々を図示すると
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y(t)

t

1

0−7 7

T = 3

y(t)

t

1

0−7 7

T = 2

y(t)

t

1

0−7 7

T = 1.5

(a)

(b)

(c)

となる．T < 2のとき，三角パルスは分離せず重なり合うことに注意しよう．

第3章 演習問題 解答

(1) (i) A) n ̸= 0において出力が同時刻以外の入力に依存するため満たされる（記憶型）．

B) n > 0のとき，出力が未来の入力に依存するため満たされない（非因果的）．

C) ∀n |x[n]| ≤ C のとき ∀n |y[n]| = |x[2n]| ≤ C なので満たされる（BIBO安定）．

D) z[n] = x[n−n0]に対する出力をw[n]とすると，w[n] = z[2n] = x[2n−n0] ̸= x[2(n−n0)] = y[n−n0]
より，満たされない（時不変でない）．

E) y1[n] = x1[2n], y2[n] = x2[2n]のとき，x[n] = ax1[n] + bx2[n]に対する出力が y[n] = x[2n] =

ax1[2n] + bx2[2n] = ay1[n] + by2[n]となるので，満たされる（線形）．

(ii) A) 時刻 nの出力が時刻 nの入力にのみ依存するので満たされない（無記憶型）．

B) 出力は同時刻の入力のみに依存し未来の入力に依存しないので満たされる（因果的）．

C) x[n] = u[n]とすると y[n] = nu[n]．ゆえに有界の単位ステップ信号を与えると有界でない信号を

出力するので満たされない（BIBO安定でない）．

D) x1[n] = x[n− n0]を入力したときの出力を y1[n]とすると

y1[n] = L
[
x1[n]

]
= L

[
x[n− n0]

]
= nx[n− n0]

であるが，一方

y[n− n0] = (n− n0)x[n− n0] ̸= y1[n]

であるので，満たされない（時不変でない）．

E) x[n] = α1x1[n] + α2x2[n]とすると，

y[n] = L
[
x[n]

]
= n

{
α1x1[n] + α2x2[n]

}
= α1nx1[n] + α2nx2[n] = α1y1[n] + α2y2[n]

であり，

L
[
α1x1 + α2x2

]
= α1y1 + α2y2

が満足されるので満たされる（線形）．
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(iii) A) n ̸= 0において出力が同時刻以外の入力に依存するため満たされる（記憶型）．

B) n < 0のとき，出力が未来の入力に依存する（例えば y[−2] = x[2]）ため，満たされない（非因

果的）．

C) ∀n |x[n]| ≤ C のとき ∀n |y[n]| = |x[−n]| ≤ C なので満たされる（BIBO安定）．

D) x1[n] = x[n− n0]を入力したときの出力を y1[n]とすると，

y1[n] = L
[
x1[n]

]
= x1[−n] = x[−n− n0]

であるが，一方，

y[n− n0] = x[−(n− n0)] = x[−n+ n0] ̸= y1[n]

であるので，満たされない（時不変でない）．

E) x[n] = ax1[n] + bx2[n]とすると

y1[n] = L
[
x1[n]

]
= x1[−n]

y2[n] = L
[
x2[n]

]
= x2[−n]

y[n] = L
[
x[n]

]
= x[−n] = ax1[−n] + bx2[−n]

= ay1[n] + by2[n]

であるので，満たされる（線形）．

(iv) A) 時刻 nの出力は時刻 nの入力のみに依存するため満たされない（無記憶型）．

B) 出力が未来の入力に依存しないため満たされる（因果的）．

C) g[n]が有界，すなわち ∀n |g[n]| ≤ C ′のとき，∀n |x[n]| ≤ Cであれば ∀n |y[n]| = |g[n]||x[n]| ≤ CC ′

であるため，BIBO安定．一方，g[n]が有界でないとき，すなわち ∀C ′ ∃n0 |g[n0]| > C ′ のとき，

有界信号 x[n] = 1に対し非有界信号 y[n] = g[n]が得られるため，BIBO安定でない．以上より，

g[n]が有界のとき，またそのときのみ満たされる（g[n]が有界のときのみ BIBO安定）．

D) x1[n] = x[n− n0]を入力したときの出力を y1[n]とすると，

y1[n] = L
[
x1[n]

]
= g[n]x1[n] = g[n]x[n− n0]

であるが，一方，

y[n− n0] = g[n− n0]x[n− n0] ̸= y1[n]

であるので，満たされない（時不変でない）．

E) x[n] = ax1[n] + bx2[n]とすると

y1[n] = L
[
x1[n]

]
= g[n]x1[n]

y2[n] = L
[
x2[n]

]
= g[n]x2[n]

y[n] = L
[
x[n]

]
= g[n]x[n] = ag[n]x1[n] + bg[n]x2[n]

= ay1[n] + by2[n]

であるので，満たされる（線形）．

(v) A) 出力が現時刻での入力値にのみ依存するので満たされない（無記憶型）．

B) 出力が未来の入力に依存しないので満たされる（因果的）．

C)
∣∣cos(ωct)

∣∣ ≤ 1であるので，x(t)が有界，すなわち∀t |x(t)| ≤ Cのとき，∀t
∣∣y(t)∣∣ = ∣∣x(t)∣∣∣∣cos(ωct)

∣∣ ≤∣∣x(t)∣∣ ≤ C である．よって，満たされる（BIBO安定）．

D) x′(t) = x(t− t0)とすると，

y′(t) = L
[
x′(t)

]
= x′(t) cos(ωct) = x(t− t0) cos(ωct)

であるが，一方，

y(t− t0) = x(t− t0) cos(ωc(t− t0)) ̸= y′(t)

であるので，満たされない（時不変でない）．
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E) x′(t) = ax1(t) + bx2(t)および yi(t) = L
[
xi(t)

]
(i = 1, 2)とすると，

y′(t) = L
[
x′(t)

]
=
{
ax1(t) + bx2(t)

}
cos(ωct)

= ax1(t) cos(ωct) + bx2(t) cos(ωct)

= ay1(t) + by2(t) = aL
[
x1(t)

]
+ bL

[
x2(t)

]
であるので，満たされる．

(vi) 連続時間信号と離散時間信号の時間軸は異なるので，まず，「離散時間信号の時間軸上における時刻 n

と連続時間信号の時間軸上における時刻 nT は同時刻である」ものと定義する．

A) y[n] = x(nT )より，時刻 nにおける離散時間信号の出力は，同時刻 nT における連続時間信号の

入力にのみ依存するため，満たされない（無記憶型）．

B) 上記の通り，出力は同時刻における入力にのみ依存し，その時刻より後の未来の入力には依存しな

いため，満たされる（因果的）．

C) 入力が有界であるとき，すなわち，∀t |x(t)| < Cであるとき，任意のnに対して |y[n]| = |x(nT )| < C

となり，出力は常に有界となる．故に満たされる（BIBO安定）．

D) 下図に示す通り，連続時間信号

x(t) =

{
1 (|t| ≤ T/4)
0 (|t| > T/4)

を入力したときと，これを T/2だけ遅らせた x(t− T/2)を入力したときとでは，出力として得ら
れる離散時間信号の波形が異なる．従って，満たされない（時不変でない）．

)(tx

][ny

0

)2/()(' Ttxtx −=

][' ny

T T2 T3

0

1 2 3

0

T T2

T3 0

1 2

3

t

n

t

n

E) 連続時間信号 x1(t)と x2(t)を任意に選び，それらに対応する離散時間信号の出力をそれぞれ y1[n],

y2[n]とすると，y1[n] = x1(nT ), y2[n] = x2(nT )である．このとき，入力 x(t) = ax1(t) + bx2(t)

に対する出力 y[n]は

y[n] = x(nT ) = ax1(nT ) + bx2(nT ) = ay1[n] + by2[n].

となるため，満たされる（線形）．
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(2) Lのインパルス応答を h[n]とすると，

y[n] =
∞∑

k=−∞

h[k]x[n− k]

である．ここで，n = m+N とおくと

y[m+N ] =
∞∑

k=−∞

h[k]x[m+N − k] =
∞∑

k=−∞

h[k]x
[
(m− k) +N

]
となるが，x[n]は周期N について周期的であるから

x
[
(m− k) +N

]
= x[m− k]

であり，ゆえに

y[m+N ] =
∞∑

k=−∞

h[k]x[m− k] = y[m]

が成り立つ．これは出力 y[n]は周期N で周期的であることを示している．

(3) Lは線形かつ時不変なので，y(t)は x(t)と h(t)の畳込みにより求まる．ここで，

x(t) =

{
1 (0 ≤ t < 3)

0 (otherwise)
h(t) =

{
1 (0 ≤ t < 2)

0 (otherwise)

であることに注意すると，

y(t) = x(t) ∗ h(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ 3

0

h(t− τ)dτ

となる．

• t < 0のとき，0 ≤ τ < 3の範囲では常に t− τ < 0であるので，h(t− τ) = 0．よって y(t) = 0．

• 0 ≤ t < 2のとき，0 ≤ τ ≤ tであれば t− τ ≥ 0すなわち h(t− τ) = 1であるので，

y(t) =

∫ t

0

dτ = t ．

• 2 ≤ t < 3のとき，t− 2 ≤ τ ≤ tであれば t− τ ≥ 0すなわち h(t− τ) = 1であるので，

y(t) =

∫ t

t−2

dτ = t− (t− 2) = 2 ．

• 3 ≤ t < 5のとき，t− 2 ≤ τ ≤ 3であれば t− τ ≥ 0すなわち h(t− τ) = 1であるので，

y(t) =

∫ 3

t−2

dτ = 3− (t− 2) = 5− t ．

• t ≥ 5のとき，0 ≤ τ < 3の範囲では常に t− τ > 2であるので，h(t− τ) = 0．よって y(t) = 0．

以上をまとめると

y(t) =



0 (t < 0)

t (0 ≤ t < 2)

2 (2 ≤ t < 3)

5− t (3 ≤ t < 5)

0 (5 ≤ t)

であり，これを図示すると次のようになる．
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y(t)

t

1

0 1 2 3

2

4 5 6

−1

(4) Lは線形かつ時不変なので，y[n]は x[n]と h[n]の畳込みにより

y[n] = h[n] ∗ x[n] =
∞∑

k=−∞

h[n− k]x[k]

として求まる．

(i) x[n] = u[n], h[n] = αnu[n]の場合，x[k] = u[k], h[n− k] = αn−ku[n− k]である．n < 0のとき，こ

の両者は重ならないので，y[n] = 0．一方，n ≥ 0のときは 0 ≤ k ≤ nにおいて重なる．従って，

y[n] =

n∑
k=0

αn−k

である．ここで，m = n− kとおいて変数を変換すると

y[n] =

0∑
m=n

αm =

n∑
m=0

αm =
1− αn+1

1− α

となる．n < 0のときと併せて表記すると

y[n] =

(
1− αn+1

1− α

)
u[n]

となり，これを図示すると下図のようになる．

−2−1 0 1 2 3 4

1
1−α

y[n]

n

1
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(ii) x[n] = αnu[n], h[n] = α−nu[−n]の場合，x[k] = αku[k], h[n − k] = αk−nu[k − n]である．n < 0の

とき，この両者は k ≥ 0において重なる．従って，

y[n] =
∞∑
k=0

αkαk−n = α−n
∞∑
k=0

α2k =
α−n

1− α2

となる．一方，n ≥ 0のときは，k ≥ nにおいて重なる．従って，

y[n] =
∞∑

k=n

αkαk−n = α−n
∞∑

k=n

α2k = α−n α2n

1− α2
=

αn

1− α2

となる．以上を併せて表記すると

y[n] =
α|n|

1− α2

となり，これを図示すると下図のようになる．

0
n

y[n]

−1 21−2

(5) まず，

y(t) =
1

T

∫ t+T/2

t−T/2

x(τ)dτ =
1

T

∫ t+T/2

−∞
x(τ)dτ − 1

T

∫ t−T/2

−∞
x(τ)dτ

と展開できる．ここで， ∫ t+s

−∞
x(τ)dτ = x(t) ∗ u(t+ s)

であることから，

y(t) =
1

T

∫ t+T/2

−∞
x(τ)dτ − 1

T

∫ t−T/2

−∞
x(τ)dτ

=
1

T
x(t) ∗ u

(
t+

T

2

)
− 1

T
x(t) ∗ u

(
t− T

2

)
= x(t) ∗ 1

T

[
u

(
t+

T

2

)
− u
(
t− T

2

)]
△
= x(t) ∗ h(t)

と書ける．故に

h(t) =
1

T

[
u

(
t+

T

2

)
− u
(
t− T

2

)]
=

{
1/T (−T/2 < t ≤ T/2)
0 (otherwise)

であり，これを図示すると以下のようになる．

0−T/2 T/2

1/T

h(t)

t
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(6) (i) システム Lの入出力関係は

y[n] =
n∑

k=−∞

x[k] =
∞∑

k=−∞

x[k]u[n− k] = x[n] ∗ u[n]

と表せる．従って Lは線形時不変であり，そのインパルス応答 h[n]は h[n] = u[n]である．

(ii) Lは線形時不変なので，そのステップ応答 s[n]は単位ステップ信号 u[n]とインパルス応答 h[n]の畳込

みにより求まる．従って，

s[n] = u[n] ∗ h[n] = u[n] ∗ u[n] =
∞∑

k=−∞

u[k]u[n− k] =

{
0 (n < 0)

n+ 1 (n ≥ 0)

であり，別の書き方をすれば，s[n] = (n+ 1)u[n]．

(iii) Lの逆システムをL′とし，そのインパルス応答を h′[n]とする．LとL′を直列につないだシステムが恒

等システムになれば良く，また，恒等システムのインパルス応答は δ[n]であるので，結局，h[n]∗h′[n] =
u[n] ∗ h′[n] = δ[n]であれば良い．ここで，

u[n] ∗ (δ[n]− δ[n− 1]) = u[n] ∗ δ[n]− u[n] ∗ δ[n− 1] = u[n]− u[n− 1] = δ[n]

であるから，h′[n] = δ[n]− δ[n− 1]と求まる．以上を踏まえ，L′ は，その入出力関係が

y[n] = x[n] ∗ h′[n] = x[n] ∗ (δ[n]− δ[n− 1]) = x[n]− x[n− 1]

で与えられるシステム，すなわち差分器である．

(7) (i) h[n] = h1[n] ∗
(
h2[n] + h3[n] ∗ h4[n]

)
(ii) hi[n] (i = 1, 2, 3, 4)を図示すると次のようになる．

n

1

−2 −1 0 1 2 3 4−3−4

1 1

h1[n] = u[n]− u[n− 3]

n

1

−2 −1 0 1 2 3 4−3−4

2

3
h2[n], h3[n] = (n+ 1)u[n]

k

4

k + 1

· · ·

· · ·

n

−2 −1 0 1 2 3 4
−1

h4[n] = −δ[n− 2]
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次に，h[n]について考える．

h3[n] ∗ h4[n] = (n+ 1)u[n] ∗
(
− δ[n− 2]

)
= −(n− 1)u[n− 2]

h2[n] + h3[n] ∗ h4[n] = (n+ 1)u[n]− (n− 1)u[n− 2] = 2u[n]− δ[n]

であり，また，h1[n] = u[n]− u[n− 3] = δ[n] + δ[n− 1] + δ[n− 2]であることから，

h[n] =
(
δ[n] + δ[n− 1] + δ[n− 2]

)
∗
(
2u[n]− δ[n]

)
= 2u[n] + 2u[n− 1] + 2u[n− 2]− δ[n]− δ[n− 1]− δ[n− 2]

= δ[n] + 3δ[n− 1] + 5δ[n− 2] + 6u[n− 3]

と求まる．これを図示すると次のようになる．

n

1

−2 −1 0 1 2 3 4 5−3−4

· · ·

3

5

6 6 6 6

h[n]

(iii) この x[n]は x[n] = δ[n]− δ[n− 2] + δ[n+ 2]と表せる．従って，

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
(
δ[n]− δ[n− 2] + δ[n+ 2]

)
∗
(
δ[n] + 3δ[n− 1] + 5δ[n− 2] + 6u[n− 3]

)
= 6δ[n] + 3δ[n− 1] + 4δ[n− 2]− 3δ[n− 3]− 5δ[n− 4]

+ δ[n+ 2] + 3δ[n+ 1] + 6u[n− 3]− 6u[n− 5] + 6u[n− 1]

となる．これを図示すると次のようになる．

n

1

−2 −1 0 1 2 3 4 5−3

· · ·

3

9

6

7

6 6

9
10

6

6 7

6

y[n]

(8) (i) 線形時不変システムを縦続接続したとき，全体のインパルス応答は個々のシステムのインパルス応答の

畳込みにより与えられる．従って，

h(t) = h1(t) ∗ h2(t) =

∫ ∞

−∞
h1(τ)h2(t− τ)dτ

=

∫ ∞

−∞
e−2τu(τ)2e−(t−τ)u(t− τ)dτ

= 2e−t

∫ ∞

−∞
e−τu(τ)u(t− τ)dτ

= 2e−t

[∫ t

0

e−τdτ

]
u(t) = 2(e−t − e−2t)u(t)

となる．
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(ii) 問い (i)で求めた h(t)は ∫ ∞

−∞
| h(τ) | dτ = 2

∫ ∞

0

(e−τ − e−2τ )dτ

= 2

[∫ ∞

0

e−τdτ −
∫ ∞

0

e−2τdτ

]
= 2

(
1− 1

2

)
= 1 < ∞

を満たす．すなわち，この h(t)は絶対積分可能であり，全体システムは BIBO安定である．

(9) (i) まず A)のシステムについて，

L[ax1[n] + bx2[n]] =

n+n0∑
k=n−n0

{ax1[k] + bx2[k]}

= a

n+n0∑
k=n−n0

x1[k] + b

n+n0∑
k=n−n0

x2[k] = aL[x1[n]] + bL[x2[n]]

より，線形．また，x′[n] = x[n−N ]に対する出力は

L[x′[n]] =

n+n0∑
k=n−n0

x′[k] =

n+n0∑
k=n−n0

x[k −N ] =

(n−N)+n0∑
l=(n−N)−n0

x[l] = y[n−N ]

であることから，時不変（l = k −N として変数変換）．同様に，A)のシステムについて，

L[ax1[n] + bx2[n]] =
n∑

k=−∞

2k−n{ax1[k + 1] + bx2[k + 1]}

= a
n∑

k=−∞

2k−nx1[k + 1] + b
n∑

k=−∞

2k−nx2[k + 1]

= aL[x1[n]] + bL[x2[n]]

より，線形．また，x′[n] = x[n−N ]に対する出力は

L[x′[n]] =

n∑
k=−∞

2k−nx′[k + 1] =

n∑
k=−∞

2k−nx[k + 1−N ]

=
n−N∑
l=−∞

2l+N−nx[l + 1]

=

n−N∑
l=−∞

2l−(n−N)x[l + 1] = y[n−N ]

であることから，時不変（l = k −N として変数変換）．

(ii) A)のシステムについて，

y[n] =

n+n0∑
k=n−n0

x[k] =
∞∑

k=−∞

(u[n+ n0 − k]− u[n− n0 − 1− k])x[k]

= (u[n+ n0]− u[n− n0 − 1]) ∗ x[n]

より，インパルス応答は hA[n] = u[n+ n0]− u[n− n0 − 1]．一方，B)のシステムについて，

y[n] =
n∑

k=−∞

2k−nx[k + 1] =
∞∑

k=−∞

u[n− k]2k−nx[k + 1]

=
∞∑

l=−∞

u[n− (l − 1)]2l−1−nx[l]

=
∞∑

k=−∞

u[(n+ 1)− l]2−((n+1)−l)x[l] =
(
u[n+ 1]2−(n+1)

)
∗ x[n]
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より，インパルス応答は hB [n] = u[n+ 1]2−(n+1)．これらを図示すると次の通り．

(iii) まず因果性について，n0 > 0であることから hA[−1] = hB [−1] = 1であり，従って A), B)ともに非

因果的．一方，BIBO安定性について，
∞∑

n=−∞
|hA[n]| =

n0∑
n=−n0

1 = 2n0 + 1 < ∞

∞∑
n=−∞

|hB [n]| =
∞∑

n=−1

2−n−1 =
1

1− 2−1
= 2 < ∞

より，A), B)ともに BIBO安定．

(iv) システム A), B) のステップ応答をそれぞれ sA[n], sB [n]とすると，

sA[n] =
n∑

k=−∞

hA[k] =


0 (n < −n0)
n+ n0 + 1 (−n0 ≤ n ≤ n0)
2n0 + 1 (n0 < n)

および

sB [n] =
n∑

k=−∞

hB [k] =
1− 2−2−n

1− 2−1
u[n+ 1] = 2u[n+ 1](1− 2−2−n)

と求まる．sA[n]は，u[n]を用いて表すと，sA[n] = (n+ n0 + 1)(u[n+ n0]− u[n− n0 − 1])．

(10) (i) 入力信号 xi(t) (i = 1, 2)に対するシステム Lの出力を

yi(t) = L[xi(t)] =
1

b

∫ t−a+b

t−a−b

xi(τ) cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

とするとき，任意の定数 α, β について

L[αx1(t) + βx2(t)] =
1

b

∫ t−a+b

t−a−b

{αx1(τ) + βx2(τ)} cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

= α · 1
b

∫ t−a+b

t−a−b

x1(τ) cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

+ β · 1
b

∫ t−a+b

t−a−b

x2(τ) cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

= αy1(t) + βy2(t)

が成り立つので，Lは線形．また，Lに x′(t) = x(t− t0)を入力した時の出力は，任意の t0 について

L[x(t− t0)] = L[x′(t)] =
1

b

∫ t−a+b

t−a−b

x′(τ) cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

=
1

b

∫ t−a+b

t−a−b

x(τ − t0) cos
( π
2b

(t− a− τ)
)
dτ

=
1

b

∫ (t−a+b)−t0

(t−a−b)−t0

x(τ ′) cos
( π
2b

(t− a− (τ ′ + t0))
)
dτ ′

=
1

b

∫ (t−t0)−a+b

(t−t0)−a−b

x(τ ′) cos
( π
2b

((t− t0)− a− τ ′)
)
dτ ′ = y(t− t0)

となる（τ ′ = τ − t0 として変数変換）ので，Lは時不変．
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(ii) τ ′ = t− τ として積分変数を変換すると，問題文の式は

y(t) = −1

b

∫ t−(t−a+b)

t−(t−a−b)

x(t− τ ′) cos
( π
2b

(τ ′ − a)
)
dτ ′

=
1

b

∫ a+b

a−b

x(t− τ ′) cos
( π
2b

(τ ′ − a)
)
dτ ′

=
1

b

∫ ∞

−∞
x(t− τ ′) cos

( π
2b

(τ ′ − a)
)
[u (τ ′ − (a− b))− u (τ ′ − (a+ b))] dτ ′

=
1

b
x(t) ∗ cos

( π
2b

(t− a)
)
[u (t− (a− b))− u (t− (a+ b))]

= x(t) ∗ 1

b
cos
( π
2b

(t− a)
)
[u (t− (a− b))− u (t− (a+ b))]

と変形できる（b > 0であることに注意）．以上より，Lのインパルス応答 h(t)は

h(t) =
1

b
cos
( π
2b

(t− a)
)
[u (t− (a− b))− u (t− (a+ b))]

と求まる．これを図示すると次のようになる．

(iii) 線形時不変な連続時間信号処理システムが因果的であることの必要十分条件は，そのインパルス応答

h(t)が ∀t < 0 , h(t) = 0を満たすことである．本問においては，問い (ii)で示した h(t)のグラフか

ら，a− b ≧ 0であれば上述の条件が満たされる．問題文より b > 0であるから，結局，a ≧ b > 0であ

れば Lは因果的となる．よって，求める a, bの範囲は次の通り．

(iv) 本問の h(t)は a− b ≦ t ≦ a+ bにおいて h(t) ≧ 0，それ以外の範囲で h(t) = 0であるので，∫ ∞

−∞
|h(t)|dt =

1

b

∫ a+b

a−b

cos
( π
2b

(t− a)
)
dt

と計算できる．ここで，s = π
2b (t− a)とおいて積分変数を変換すると，

1

b

∫ a+b

a−b

cos
( π
2b

(t− a)
)
dt =

1

b

∫ π
2

−π
2

cos(s)
2b

π
ds =

2

π

∫ π
2

−π
2

cos(s)ds =
4

π

となり，結局 ∫ ∞

−∞
|h(t)|dt =

4

π
< ∞

が成り立つ．すなわち，h(t)は絶対積分可能であり，故に Lは BIBO安定である．
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(11) (i) システム L1 に x1[n], x2[n]を入力したときの出力をそれぞれ

y1[n] = L1[x1[n]] =

n−n0∑
k=−∞

x1[k], y2[n] = L1[x2[n]] =

n−n0∑
k=−∞

x2[k]

とおく．このとき，x[n] = αx1[n] + βx2[n]（α, β は任意の定数）に対する L1 の出力は

y[n] = L1[x[n]] =

n−n0∑
k=−∞

x[k]

=

n−n0∑
k=−∞

{αx1[k] + βx2[k]}

= α

n−n0∑
k=−∞

x1[k] + β

n−n0∑
k=−∞

x1[k]

= αy1[n] + βy2[n] = αL1[x1[n]] + βL1[x2[n]]

となるので，L1 は線形．また，x′[n] = x[n−m]（mは任意の整数）に対する L1 の出力は

y′[n] = L1[x
′[n]] =

n−n0∑
k=−∞

x′[k]

=

n−n0∑
k=−∞

x[k −m]

=

n−n0−m∑
l=−∞

x[l] =

(n−m)−n0∑
l=−∞

x[l] = y[n−m]

となる（l = k −mとして変数変換）ので，L1 は時不変．

(ii) 与式に x[n] = δ[n]を代入することにより

h1[n] =

n−n0∑
k=−∞

δ[k]

を得る．上式において，n− n0 < 0すなわち n < n0のとき，総和の計算範囲に k = 0が含まれないた

め，任意の kについて δ[k] = 0となり，従って h1[n] = 0．一方，n− n0 ≥ 0すなわち n ≥ n0のとき，
総和の計算範囲に k = 0が含まれ，そのときのみ δ[k] ̸= 0となるため，h1[n] = δ[0] = 1．以上をまと

めると，

h1[n] = u[n− n0] =

{
0 (n < n0)

1 (n ≥ n0)

となる．これを図示すると次のようになる．

(iii) インパルス応答の絶対総和が有限の値に収束する場合，そのシステムはBIBO安定である．本問の h2[n]

についてこれを求めると，
∞∑

n=−∞
|h2[n]| =

∞∑
n=−∞

|e−anu[n]| =
∞∑

n=0

e−an =
∞∑

n=0

(
e−a
)n

となる．これは初項 1，公比 e−a < 1の等比級数（問題文より a > 0）であるから，
∞∑

n=−∞
|h2[n]| =

∞∑
n=0

(
e−a
)n

=
1

1− e−a
< ∞

となり，絶対総和が有限の値に収束することが分かる．従って L2 は BIBO安定である．
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(iv) 線形時不変システムを縦続接続したとき，全体のインパルス応答は個々のシステムのインパルス応答の

畳込みにより与えられる．従って，

h[n] = h2[n] ∗ h1[n] =
∞∑

k=−∞

h2[n− k]h1[k]

という関係が満たされる．この関係式に従って h[n]を求めると

h[n] =
∞∑

k=−∞

e−a(n−k)u[n− k]u[k − n0] = e−an
∞∑

k=n0

eaku[n− k]

を得る．n < n0のとき，k ≥ n0の範囲では任意の kについて u[n− k] = 0となることから，h[n] = 0

となる．一方，n ≥ n0のとき，n0 ≤ k ≤ nの範囲では u[n− k] = 1，それ以外の範囲では u[n− k] = 0

であるため，

h[n] = e−an
n∑

k=n0

eak = e−an e
an0(1− ea(n−n0+1))

1− ea
=

e−a(n−n0) − ea

1− ea

となる．以上をまとめると，

h[n] =
e−a(n−n0) − ea

1− ea
u[n− n0]

(v) システム Lが因果的となるためには，インパルス応答 h[n]が n < 0において h[n] = 0である必要があ

る．問い (iv)で求めた h[n]は，n < n0 のとき，かつそのときのみ h[n] = 0であることから，n0 ≥ 0

であれば上記の条件が満たされる．従って，Lが因果的となるための条件は n0 ≥ 0．

第4章 演習問題 解答

(1) (i) 以下の通り．

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(t− τ)g(τ)dτ =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

[ ∞∑
n=−∞

cne
jnω0(t−τ)

]
g(τ)dτ

=
∞∑

n=−∞
cn

[
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

g(τ)ejnω0(t−τ)dτ

]

=
∞∑

n=−∞
cn

[
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

g(τ)e−jnω0τdτ

]
ejnω0t =

∞∑
n=−∞

cndne
jnω0t

(ii) 以下の通り．

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(t+ τ)f(τ)dτ =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

[ ∞∑
n=−∞

cne
jnω0(t+τ)

]
f(τ)dτ

=
∞∑

n=−∞
cn

[
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(τ)ejnω0τdτ

]
ejnω0t

=
∞∑

n=−∞
cn

[
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(τ)e−jnω0τdτ

]
ejnω0t

=
∞∑

n=−∞
cncne

jnω0t =
∞∑

n=−∞
|cn|2ejnω0t

(iii) f(t), g(t)が共に基本周期 T0 の周期信号であることから，f(t) = f(t+ T0)かつ g(t) = g(t+ T0)であ

り，従って

x(t+ T0) = f(t+ T0)g(t+ T0) = f(t)g(t) = x(t)

が導かれる．上式より，x(t)もまた周期 T0 の周期信号である（ただし基本周期が T0 とは限らない）．
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(iv) 以下の通り．

hn =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

x(t)e−jnω0tdt =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(t)g(t)e−jnω0tdt

=
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(t)

[ ∞∑
k=−∞

dke
jkω0t

]
e−jnω0tdt

=
∞∑

k=−∞

dk

[
1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(t)e−j(n−k)ω0tdt

]
=

∞∑
k=−∞

dkcn−k

(2) (i) 以下の通り．∫ ∞

−∞
e−atu(t)e−jωtdt =

∫ ∞

0

e−(a+jω)tdt = − 1

a+ jω

[
e−(a+jω)t

]∞
0

=
1

a+ jω

(ii) f(t) = e−atu(t)とおくと，e−a|t| = f(t) + f(−t)．また，フーリエ変換の性質より，f(t)⇔ F (ω)なら

ば f(−t)⇔ F (−ω)であるから，

e−a|t| = f(t) + f(−t) ⇔ F (ω) + F (−ω) =
1

a+ jω
+

1

a− jω
=

2a

ω2 + a2

(3) x(t)は周期 T の周期信号であるため，

x(t) =
∞∑

n=−∞
cne

jnω0t ただし ω0 =
2π

T

のようにフーリエ級数に展開でき，さらに，フーリエ変換の線形性より，

X(ω) = F [x(t)] = F

[ ∞∑
n=−∞

cne
jnω0t

]
=

∞∑
n=−∞

cnF [ejnω0t]

が成り立つ．ここで，2πδ(ω − nω0)を逆フーリエ変換することにより，

F−1[2πδ(ω − nω0)] =
1

2π

∫ ∞

−∞
2πδ(ω − nω0)e

jωtdω = ejnω0t

であること，すなわち F [ejnω0t] = 2πδ(ω − nω0)であることが分かる．以上より，

X(ω) =
∞∑

n=−∞
cnF [ejnω0t] =

∞∑
n=−∞

cn{2πδ(ω − nω0)} = 2π
∞∑

n=−∞
cnδ

(
ω − n2π

T

)
が導かれる．

(4) パーシバルの等式より，信号 y(t)のエネルギーは∫ ∞

−∞
|y(t)|2dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
|Y (ω)|2dω

で与えられる．ここで，y(t) =
d2x(t)

dt2
より

Y (ω) = (jω)2X(ω) = −ω2X(ω)

であるので，

1

2π

∫ ∞

−∞
|Y (ω)|2dω =

1

2π

∫ ∞

−∞
ω4X2(ω)dω

=
1

2π

∫ 1

−1

ω4dω =
1

2π

[
ω5

5

]1
−1

=
1

5π
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(5) (i) 下図の通り．

t

1

0

(ii)
d

dω
{e−(at2+jωt)} = −jte−(at2+jωt) であることから，X(ω) =

∫ ∞

−∞
e−at2e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
e−(at2+jωt)dt

の両辺を ωで微分することにより

dX(ω)

dω
=

∫ ∞

−∞
(−jt)e−(at2+jωt)dt = −j

∫ ∞

−∞
te−at2e−jωtdt

を得る．ここで，部分積分
∫
f ′(t)g(t)dt = f(t)g(t)−

∫
f(t)g′(t)dtより，

∫ ∞

−∞
te−at2e−jωtdt =

∫ ∞

−∞

(
− 1

2a
e−at2

)′

e−jωtdt

=

[
− 1

2a
e−at2e−jωt

]∞
−∞
−
∫ ∞

−∞

(
− 1

2a
e−at2

)
(−jω)e−jωtdt

= (0− 0) − j
ω

2a

∫ ∞

−∞
e−at2e−jωtdt = −j ω

2a
X(ω)

である．以上より，
dX(ω)

dω
= (−j)2 ω

2a
X(ω) = − ω

2a
X(ω)

(iii) X(ω) =

∫ ∞

−∞
e−(at2+jωt)dtに ω = 0を代入し，

X(0) =

∫ ∞

−∞
e−at2dt =

∫ ∞

−∞
e−s2 1√

a
ds =

1√
a

√
π =

√
π

a

を得る（
√
at = sとして変数変換）．

(iv) λ = X(ω)とおくと，問い (ii)の関係式は

dλ

dω
= − ω

2a
λ ⇐⇒ 1

λ
dλ = − ω

2a
dω

と表せる．これは変数分離型の微分方程式であり，その一般解は

log λ = −ω
2

4a
+ C ⇐⇒ X(ω) = λ = e−

ω2

4a eC

と求まる．ここで，問い (iii)よりX(0) = eC =
√

π
a でなければならないので，結局

X(ω) =

√
π

a
e−

ω2

4a

となる．これを図示すると次のようになる．
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ω

√
π
a

0

(6) (i) 問題文の条件より，

X(ω) = F [x(t)] =
∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt , Y (ω) = F [y(t)] =

∫ ∞

−∞
y(t)e−jωtdt

が成り立つ．よって，

F [x(t) ⋄ y(t)] =

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x(τ − t)y(τ)dτ

]
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(τ − t)y(τ)e−jω(t−τ)e−jωτdτdt

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x(τ − t)e−jω(τ−t)dt

]
y(τ)e−jωτdτ

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x(t′)e−jωt′dt′

]
y(τ)e−jωτdτ

=

∫ ∞

−∞
X(ω)y(τ)e−jωτdτ = X(ω)

∫ ∞

−∞
y(τ)e−jωτdτ = X(ω)Y (ω)

となる（t′ = τ − tとして変数変換）．

(ii) 【交換則】

問い (i)より，F [x(t) ⋄ y(t)] = X(ω)Y (ω)である一方，F [y(t) ⋄ x(t)] = Y (ω)X(ω) = X(ω)Y (ω)であ

ることが分かる．一般にX(ω)Y (ω) ̸= X(ω)Y (ω)であることから，

F−1
[
X(ω)Y (ω)

]
̸= F−1

[
X(ω)Y (ω)

]
⇐⇒ x(t) ⋄ y(t) ̸= y(t) ⋄ x(t)

である．よって，交換則は成り立たない．

【分配則】

F [yi(t)] = Yi(ω) (i = 1, 2)とする．問い (i)の結果およびフーリエ変換の線形性より，

F [x(t) ⋄ {y1(t) + y2(t)}] = F [x(t)]F [y1(t) + y2(t)]

= X(ω) {F [y1(t)] + F [y2(t)]}

= X(ω)F [y1(t)] +X(ω)F [y2(t)] = X(ω)Y1(ω) +X(ω)Y2(ω)

であり，従って，

x(t) ⋄ {y1(t) + y2(t)} = F−1
[
X(ω)Y1(ω) +X(ω)Y2(ω)

]
= F−1

[
X(ω)Y1(ω)

]
+ F−1

[
X(ω)Y2(ω)

]
= x(t) ⋄ y1(t) + x(t) ⋄ y2(t)

となる（逆フーリエ変換の線形性を利用）．よって，分配則は成り立つ．
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【結合則】

F [z(t)] = Z(ω)とする．問い (i)の結果より，

F [{x(t) ⋄ y(t)} ⋄ z(t)] = F [x(t) ⋄ y(t)]F [z(t)] = X(ω)Y (ω)Z(ω) = X(ω)Y (ω)Z(ω)

である一方，

F [x(t) ⋄ {y(t) ⋄ z(t)}] = F [x(t)]F [y(t) ⋄ z(t)] = X(ω){Y (ω)Z(ω)} = X(ω) Y (ω)Z(ω)

であることが分かる．従って，一般に

X(ω)Y (ω)Z(ω) ̸= X(ω) Y (ω)Z(ω) ⇐⇒ F [{x(t) ⋄ y(t)} ⋄ z(t)] ̸= F [x(t) ⋄ {y(t) ⋄ z(t)}]

である．よって，結合則は成り立たない．

(7) (i) rpp(τ) =

∫ ∞

−∞
p(t− τ)p(t)dtに対し，

rpp(−τ) =

∫ ∞

−∞
p(t+ τ)p(t)dt =

∫ ∞

−∞
p(s)p(s− τ)ds = rpp(τ)

が成り立つ（t+ τ = sとして変数変換）．故に rpp(τ)は偶関数である．

(ii) 次の通り．

F [rpp(τ)] =

∫ ∞

−∞
rpp(τ)e

−jωτdτ

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
p(t− τ)p(t)dt

]
e−jω(τ−t)e−jωtdτ

=

∫ ∞

−∞
p(t)

[∫ ∞

−∞
p(t− τ)e−jω(τ−t)dτ

]
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
p(t)

[∫ −∞

∞
p(s)e−jω(−s)(−ds)

]
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
p(t)

[∫ ∞

−∞
p(s)e−jωsds

]
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
p(t)P (ω)e−jωtdt = P (ω)

∫ ∞

−∞
p(t)e−jωtdt = P (ω)P (ω) = |P (ω)|2

但し，t− τ = sとして積分変数を変換した．また，p(s) = p(s)であること（pは実信号）に注意．

(iii) 問い (ii)より，rxx(τ) = δ(τ)となるような信号 x(t)のエネルギースペクトルは，任意の ωに対し

|X(ω)|2 = F [rxx(τ)] = F [δ(τ)] =

∫ ∞

−∞
δ(τ)e−jωτdτ = e0 = 1

を満たすことが分かる．このような信号は白色雑音と呼ばれる．その性質は，すべての周波数成分を持

ち，かつ各周波数でのエネルギースペクトルが同じ大きさを持つ，というものである．

(iv) 出力 y(t)が入力 x(t)とインパルス応答 h(t)の畳込みとなることに注意して，

rxy(τ) =

∫ ∞

−∞
x(t− τ)y(t)dt

=

∫ ∞

−∞
x(t− τ)

[∫ ∞

−∞
x(t− α)h(α)dα

]
dt

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x(t− τ)x(t− α)dt

]
h(α)dα

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
x(s+ α− τ)x(s)ds

]
h(α)dα

=

∫ ∞

−∞
rxx(τ − α)h(α)dα = rxx(τ) ∗ h(τ) = δ(τ) ∗ h(τ) = h(τ)
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を得る（t− α = sとして変数変換）．

(8) (i) q(t) = h(t) ∗ x(t)より，

q(t+ T0) =

∫ ∞

−∞
h(t+ T0 − τ)x(τ)dτ (3)

である．ここで，h(t)は周期 T0 の周期信号であるから，任意の tについて

h(t− τ) = h(t− τ + T0) = h(t+ T0 − τ) (4)

が成り立つ．式 (3)(4)より，任意の tについて

q(t+ T0) =

∫ ∞

−∞
h(t+ T0 − τ)x(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ = q(t)

となる．故に q(t)は周期 T0 の周期信号である．

(ii) フーリエ係数の定義式に従って，Qk は

Qk =
1

T0

∫
T0

q(t)e−jkω0tdt

=
1

T0

∫ T0

0

[∫ ∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ

]
e−jkω0tdt

=
1

T0

∫ T0

0

∫ ∞

−∞

{
x(τ)e−jkω0τ

}{
h(t− τ)e−jkω0(t−τ)

}
dτdt

=

∫ ∞

−∞
x(τ)e−jkω0τ

[
1

T0

∫ T0

0

h(t− τ)e−jkω0(t−τ)dt

]
dτ (5)

のように計算される．内側の定積分に関して，t− τ = sとして積分変数を変換すると

1

T0

∫ T0

0

h(t− τ)e−jkω0(t−τ)dt =
1

T0

∫ T0−τ

−τ

h(s)e−jkω0sds

=
1

T0

∫
T0

h(s)e−jkω0sds = Hk (6)

となる．式 (5)(6)より

Qk =

∫ ∞

−∞
x(τ)e−jkω0τHkdτ = Hk

∫ ∞

−∞
x(τ)e−j(kω0)τdτ = HkX(kω0)

を得る．

(iii) 以下の通り．

Y (ω) =

∫ ∞

−∞
y(t)e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
h(t)x(t)e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞

[ ∞∑
k=−∞

Hke
jkω0t

]
x(t)e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞

[ ∞∑
k=−∞

Hkx(t)e
−j(ω−kω0)t

]
dt

=
∞∑

k=−∞

[∫ ∞

−∞
Hkx(t)e

−j(ω−kω0)tdt

]

=
∞∑

k=−∞

[
Hk

∫ ∞

−∞
x(t)e−j(ω−kω0)tdt

]
=

∞∑
k=−∞

HkX(ω − kω0)

22

『新しい信号処理の教科書』（978-4-274-22780-6）演習問題の解答 2021年11月15日

(C) 馬場口 登・中村 和晃，2021



(iv) この条件下では，h(t)は単位インパルス信号 δ(t)を T0ずつずらしながら重ね合わせたパルス列となる．

従って，h(t)は δおよび T0 を用いて

h(t) =
∞∑

k=−∞

δ(t− kT0)

と表現できる．

(v) h(t)の 1周期分として −T0

2 ≦ t ≦ T0

2 に着目すると，

Hk =
1

T0

∫
T0

h(t)e−jkω0tdt

=
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

[ ∞∑
k=−∞

δ(t− kT0)

]
e−jkω0tdt

=
1

T0

∫ T0
2

−T0
2

δ(t)e−jkω0tdt

=
1

T0
· e0

=
1

T0

(
=

ω0

2π

)
と求まる．

(vi) 問題文のX(ω)を式で表すと

X(ω) =


0 (ω < −ωm)

1 (−ωm ≦ ω ≦ ωm)

0 (ω > ωm)

であり，そのグラフは ω = 0を中心とする幅 2ωm，高さ 1の矩形となる（下図参照）．

一方，問い (iii)(v)の結果から，Y (ω)は

Y (ω) =
1

T0

∞∑
k=−∞

X(ω − kω0)

となる．以上のことから，Y (ω)は幅 2ωm，高さ 1
T0
の矩形を ω0ずつずらして重ね合わせたものである

と分かる．従って，(a) ω0 = 3ωm および (b) ω0 = 3
2ωm の場合における Y (ω)のグラフはそれぞれ下

図のようになる．

(9) 題意のパルス列は，周期の T0のパルス列から周期 3T0のパルス列を減算したものと考えられる．これを d(t)

とすると，

d(t) =

∞∑
n=−∞

δ(t− nT0) −
∞∑

n=−∞
δ(t− 3nT0)

であり，従って

xd(t) = d(t)x(t) = x(t)
∞∑

n=−∞
δ(t− nT0) − x(t)

∞∑
n=−∞

δ(t− 3nT0)

となる．上式の両辺をフーリエ変換して

Xd(ω) =
1

T

∞∑
n=−∞

X(ω − nω0) −
1

3T

∞∑
n=−∞

X
(
ω − nω0

3

) (
ω0 =

2π

T0

)
を得る．
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(a) ω0 = 3ωm の場合における Y (ω)のグラフ

(b) ω0 = 3
2ωm の場合における Y (ω)のグラフ

第5章 演習問題 解答

(1) (i) x(t) = cos(100πt) = cos(2π · 50 · t)より，x(t)の周波数 F は 50 [Hz]である．よって，ナイキスト周波

数は 50× 2 = 100 [Hz]．

(ii) fs = 200 [Hz]で x(t)をサンプリングして得られる信号を x1[n]とすると，

x1[n] = cos
(
100π

n

200

)
= cos

(π
2
n
)

(iii) x2[n]は

x2[n] = cos
(
100π

n

75

)
= cos

(
4

3
πn

)
= cos

(
2πn− 2

3
πn

)
= cos

(
2

3
πn

)
= cos

(
2π · 1

3
· n
)

と表せる．これは正規化周波数で言うと
f

fs
= F =

1

3
≤ 1

2
の正弦波に相当する．サンプリング周波数

fs = 75 [Hz]の下で上式を満たすのは，f =
1

3
fs =

1

3
× 75 = 25 [Hz]．

(2) (i) x(t) = cos(15t)より，x[n] = x(nTs) = cos(15nTs)である．これが周期的となるためには，基本周期を

N0（N0 は自然数）として

cos

(
15(n+N0)Ts

)
= cos(15nTs + 15N0Ts) = cos(15nTs)

が恒等的に成り立つ必要がある．これが満たされるのは

15N0Ts = 2πm

のときであり，そのときのサンプリング間隔 Ts は

Ts =
2πm

15N0
(7)

で与えられる．ここで，mとN0 は任意の自然数である．

(ii) ナイキスト間隔とは，エイリアシングが生じない最大のサンプリング間隔のことであり，ナイキスト

レートの逆数である．いま，

x(t) = cos

(
2π · 15

2π
t

)

より，x(t)の周波数は
15

2π
であり，ナイキストレートは

15

π
である．よって，ナイキスト間隔は

π

15
．
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(iii) 式 (7)において Ts = 0.1π = π/10とすると，

π

10
=

2πm

15N0
⇐⇒ N0 =

4

3
m

となる．N0 が自然数となるような最小のmはm = 3であり，そのとき N0 = 4であるから，x[n] =

x(0.1πn)の基本周期はN0 = 4である．

(iv) x[n]は

x[n] = cos(15 · 0.1πn) = cos

(
3

2
πn

)
= cos

(
2πn− 1

2
πn

)
= cos

(
1

2
πn

)
= cos

(
2π · 1

4
· n
)

と表せる．これは正規化周波数で言うと
f

fs
= F =

1

4
≤ 1

2
の正弦波に相当する．サンプリング周波数

fs =
1

Ts
=

1

0.1π
=

10

π
の下で上式を満たすのは，f =

1

4
fs =

5

2π
．これを満たす連続時間正弦波は

cos

(
2π · 5

2π
· t
)

= cos(5t)

(3) (i) x(t) = e−j(400πt) = ej(2π(−200)t) より，周波数は −200 [Hz]．

(ii) サンプリング周波数が fs [Hz]のとき（ただし fs > 0），エイリアシングを生じることなくサンプリン

グ可能な信号の周波数の範囲は
[
− fs

2 ,
fs
2

]
である．従って，本問の x(t)をエイリアシングなしにサン

プリングするためには，− fs
2 ≦ −200 ≦ fs

2 すなわち fs ≧ 400でなければならない．ここで，サンプリ

ング周期 T は fs の逆数（T = 1
fs
）であるから，求める条件は

fs ≧ 400 ⇐⇒ 0 < T ≦ 1

400
= 0.0025

となる．

(iii) x[n] = x
(

n
fs

)
より，fs = 90のとき

x[n] = e−j(400π n
90 ) = e−j( 40

9 πn) = ej(−4πn)ej(−
4
9πn) = ej(2π(−

2
9 )n)

となる．よって，F = − 2
9 ．

(iv) x[n] = x
(

n
fs

)
= ej(−

400
fs

πn) より，これが ej(
2
3πn) と一致するための条件は，

−400

fs
π =

2

3
π + 2πm ⇐⇒ fs = − 600

1 + 3m

が何らかの整数mに対して成り立つことである．ここで，m ≧ 0のときは fs < 0となり問題文の条件

fs ≧ 60を満たさない．同じく，m ≦ −4のときは fs <
600
11 < 60となり条件を満たさない．条件に合

致するのはm = −1, −2, −3のときであり，それぞれから

fs = 300, 120, 75

が導かれる．

(4) (i) x(t)を構成する周波数成分のうち最も高周波なものは

4 cos(12000πt) = 4 cos(2π · 6000 · t)

であり，その周波数は 6000 [Hz]= 6 [kHz]．よって，エイリアシングが生じない最小のサンプリング周

波数（ナイキストレート）は 2× 6 = 12 [kHz]．
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(ii) fs = 5 [kHz] = 5000 [Hz]より，

x[n] = x

(
n

fs

)
= 2 cos

(
2000π

n

5000

)
+ 3 sin

(
6000π

n

5000

)
+ 4 cos

(
12000π

n

5000

)
= 2 cos

(
2

5
πn

)
+ 3 sin

(
6

5
πn

)
+ 4 cos

(
12

5
πn

)
= 2 cos

(
2

5
πn

)
+ 3 sin

(
2πn− 4

5
πn

)
+ 4 cos

(
2πn+

2

5
πn

)
= 2 cos

(
2

5
πn

)
− 3 sin

(
4

5
πn

)
+ 4 cos

(
2

5
πn

)
= 6 cos

(
2

5
πn

)
− 3 sin

(
4

5
πn

)
(iii) 問い (ii)で求めた式に含まれる周波数成分は何れも正規化周波数 1/2未満の成分であるため，これに

n = fst = 5000tを代入した

x′(t) = 6 cos

(
2

5
π · 5000t

)
− 3 sin

(
4

5
π · 5000t

)
= 6 cos(2000πt)− 3 sin(4000πt)

がサンプリング定理により復元される．これは明らかに元の信号 x(t)とは異なる．この歪みはエイリ

アシングによって引き起こされたものであり，アンダーサンプリングによるものである．

(5) (i) オイラーの公式より

sin(ωct) =
1

2j

{
ejωct − e−jωct

}
= − j

2

{
ejωct − e−jωct

}
と表せる．この式とフーリエ変換の線形性，および問い (2)の結果から，

F [sin(ωct)] = − j
2

{
F [ejωct]−F [e−jωct]

}
= − j

2
{2πδ(ω − ωc)− 2πδ(ω + ωc)} = jπ {δ(ω + ωc)− δ(ω − ωc)}

(ii) Q(ω), R(ω)はそれぞれ

Q(ω) =

∫ ∞

−∞
q(t)e−jωtdt , R(ω) =

∫ ∞

−∞
r(t)e−jωtdt

と表される．また，r(t)は R(ω)を用いて

r(t) = F−1[R(ω)] =
1

2π

∫ ∞

−∞
R(ω)ejωtdω

と表される．以上より，

F [q(t)r(t)] =

∫ ∞

−∞
q(t)r(t)e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
q(t)

{
1

2π

∫ ∞

−∞
R(ω′)ejω

′tdω′
}
e−jωtdt

=
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
q(t)R(ω′)e−j(ω−ω′)tdω′dt

=
1

2π

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
q(t)e−j(ω−ω′)tdt

}
R(ω′)dω′

=
1

2π

∫ ∞

−∞
Q(ω − ω′)R(ω′)dω′

=
1

2π
Q(ω) ∗R(ω)

となり，g(t)r(t)↔ 1
2πQ(ω) ∗R(ω)が導かれる．
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(iii) 問い (i)(ii)の結果より

Y (ω) = F [y(t)] = F [x(t) sin(ωct)]

=
1

2π
F [x(t)] ∗ F [sin(ωct)]

=
1

2π
X(ω) ∗ [jπ {δ(ω + ωc)− δ(ω − ωc)}]

=
j

2
{X(ω) ∗ δ(ω + ωc)−X(ω) ∗ δ(ω − ωc)}

=
j

2
{X(ω + ωc)−X(ω − ωc)}

が導かれる．x(t)は帯域制限信号であり，その最大角周波数 ωmは ωcより小さいことから，X(ω+ωc)

とX(ω − ωc)は互いに重ならず，従って

|Y (ω)| =

∣∣∣∣ j2
∣∣∣∣ |X(ω + ωc)−X(ω − ωc)| =

1

2
{|X(ω + ωc)|+ |X(ω − ωc)|}

となる．ここで，x(t)は実信号であることから |X(−ω)| = |X(ω)|であり，従って

|X(ω)| =

{
2 (0 ≤ ω ≤ ωm)

0 (ω > ωm)

のとき

|X(ω)| =

{
2 (|ω| ≤ ωm)

0 (|ω| > ωm)

が満たされる．よって |Y (ω)|は

|Y (ω)| =

{
1 (ωc − ωm ≤ |ω| ≤ ωc + ωm)

0 (otherwise)

となる．これを図示すると下図のようになる．

(iv) 問い (iii)の結果からも分かる通り，Y (ω)は |ω| > ωc+ωmにおいて Y (ω) = 0を満たす．すなわち y(t)

は帯域制限信号となり，その最高周波数は

ωc + ωm

2π
[Hz]

となる．従って，y(t)を一様サンプリングした際にエイリアシングが生じないためには，サンプリング

周波数 fsを上記周波数の 2倍以上に設定しなければならない．すなわち，満たされるべき条件（ナイ

キスト条件）は

fs ≥ 2 · ωc + ωm

2π
=

ωc + ωm

π
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第6章 演習問題 解答

(1) x[n]は下図 (a)のようになる．これは信号 {1, 0, 0, 0}を周期 4で周期的拡張したものであるので，x[n]は

x[n] =
3∑

k=0

ake
jk(2π/4)n =

3∑
k=0

ake
jk(π/2)n

のように離散フーリエ級数に展開できる．そのときの係数 ak は，x[0] = 1および x[1] = x[2] = x[3] = 0で

あることから，

ak =
1

4

3∑
n=0

x[n]e−jk(2π/4)n =
1

4
x[0] =

1

4

となる（任意の kについて ak = 1/4）．下図 (b)はこれを図示したものである．

x[n]

−4−3−2−1 0 1 2 3

|ak|

0 1 2 3n k

1
4

(a) (b)

4 5 6 7 8

(2) この x[n]は

x[n] =

(
1

2

)|n|

=

(
1

2

)n

u[n] +

(
1

2

)−n

u[−n] − δ[n]

とおける．ここで， (
1

2

)n

u[n]
DTFT←→ 1

1− 1
2e

−jΩ

であり，また，DTFTの時間反転に関する性質 x[−n]↔ X(−Ω)より(
1

2

)−n

u[−n] DTFT←→ 1

1− 1
2e

jΩ

である．よって，DTFTの線形性より，

X(Ω) =
1

1− 1
2e

−jΩ
+

1

1− 1
2e

jΩ
− 1

=
3
4

(1− 1
2e

−jΩ)(1− 1
2e

jΩ)
=

3
4

5
4 − cosΩ

=
3

5− 4 cosΩ

(3) (i) 所与のX(ω)を逆 DTFTの定義式に代入し，

x[n] =
1

2π

∫ π

−π

X(Ω)ejΩndΩ =
1

2π

∫ W

−W

ejΩndΩ

を得る．n = 0のとき，

x[n] =
1

2π

∫ W

−W

dΩ =
1

2π
[Ω]

W
−W =

W

π

である．一方，n ̸= 0のとき，

x[n] =
1

2π

∫ W

−W

ejΩndΩ =
1

2π

[
1

jn
ejΩn

]W
−W

=
1

πn

ejWn − e−jWn

2j
=

sin(Wn)

πn
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である．上式の n→ 0における極限は W
π であるので，便宜上 n = 0の場合もまとめてしまうと，

sin(Wn)

πn

DTFT←→ X(Ω) =

{
1 |Ω| ≤W
0 W < |Ω| ≤ π

となる．

(ii) W = π/4のとき，

x[n] =
1

πn
sin
(π
4
n
)

であり，これを図示すると次のようになる．

x[n]

−4−3−2−10 1 3 n

1
4

4 102

(4) (i) x[n] = δ[n]を DFTの定義式に代入し

X[k] =
N−1∑
n=0

δ[n]W kn
N = W 0

N = 1 （k = 0, 1, · · · , N − 1）

を得る．このときの x[n]およびX[k]を図示すると次のようになる．

x[n]

n

1

0 N − 1

X[k]

k

1

0 N − 1

←→

(ii) x[n] = u[n]− u[n−N ]は，N 点信号としてこれを捉えた場合には，任意の n = 0, 1, · · · , N − 1に対し

x[n] = 1となる．よって，

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]W kn
N =

N−1∑
n=0

W kn
N

を得る．k = 0のとき，

X[0] =
N−1∑
n=0

1 = N

である．一方，k = 1, 2, · · · , N − 1のとき，

X[k] =
N−1∑
n=0

W kn
N =

1−W kN
N

1−W k
N

= 0

である（W kN
N = e−j(2π/N)kN = e−jk2π = 1）．以上より X[k] = Nδ[k]となる．このときの x[n]およ

びX[k]を図示すると次のようになる．
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x[n]

n

N

0 N − 1

X[k]

k0 N − 1

←→1

(5) (i) x[n], h[n]はそれぞれ

x[n] = {1, 0, −1, 0} h[n] =

{
1,

1

2
,
1

4
,
1

8

}
である．故に，

y[n] = x[n]⊗ h[n] =
3∑

i=0

x[i]h[n− i]4 = x[0]h[n]4 + x[2]h[n− 2]4 = h[n]4 − h[n− 2]4

となる．以上より，

n = 0のとき y[0] = h[0]− h[2] = 1− 1

4
=

3

4

n = 1のとき y[1] = h[1]− h[3] =
1

2
− 1

8
=

3

8

n = 2のとき y[2] = h[2]− h[0] =
1

4
− 1 = −3

4

n = 3のとき y[3] = h[3]− h[1] =
1

8
− 1

2
= −3

8

であり，まとめると

y[n] =

{
3

4
,
3

8
, −3

4
, −3

8

}
となる．

(ii) x[n], h[n]の 4点 DFTはそれぞれ

X[k] =
3∑

n=0

x[n]W kn
4 = 1−W 2k

4 (k = 0, 1, 2, 3)

H[k] =
3∑

n=0

h[n]W kn
4 = 1 +

1

2
W k

4 +
1

4
W 2k

4 +
1

8
W 3k

4 (k = 0, 1, 2, 3)

である．x1[n]⊗ x2[n]↔ X1[k]X2[k]より，y[n]の DFTは

Y [k] = X[k]H[k] =
(
1−W 2k

4

)(
1 +

1

2
W k

4 +
1

4
W 2k

4 +
1

8
W 3k

4

)
= 1 +

1

2
W k

4 −
3

4
W 2k

4 −
3

8
W 3k

4 −
1

4
W 4k

4 −
1

8
W 5k

4

となる．ここで，

W 4k
4 = (W 4

4 )
k = 1k = 1 , W 5k

4 =W
(4+1)k
4 =W k

4

であるから，

Y [k] =
3

4
+

3

8
W k

4 −
3

4
W 2k

4 −
3

8
W 3k

4 (k = 0, 1, 2, 3)

となる．これが

Y [k] =
3∑

n=0

y[n]Wnk
4 = y[0]W 0k

4 + y[1]W 1k
4 + y[2]W 2k

4 + y[3]W 3k
4

に一致するので，結局

y[n] =

{
3

4
,
3

8
, −3

4
, −3

8

}
となる．
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第7章 演習問題 解答

(1) (i) 長さN の信号 x[n]に対するN 点 DFTをX[k]とする．X[k]を時間間引き FFTにより計算する手順

は次の通りである．まず x[n]を，その偶数番目のみからなる部分系列 xe[n]および奇数番目のみからな

る部分系列 xo[n]に分解する．この際に複素乗算は不要である．次に，xe[n]および xo[n]に対し，各々

の N
2 点DFT（これらをXe[k], Xo[k]とする）を計算する．この計算には時間間引き FFTを再帰的に

適用するため，必要な複素乗算の回数は一つの N
2 点DFTにつき CN

2
回であり，合計で 2CN

2
回が必要

となる．最後に，Xe[k]およびXo[k]から{
X[k] = Xe[k] + W k

NXo[k]

X
[
k + N

2

]
= Xe[k] − W k

NXo[k]

としてX[k]を求める．ここでは，W k
N とXo[k]との乗算が計 N

2 回必要となる．以上より，

CN = 2CN
2
+
N

2

の関係を得る．

(ii) 長さ 4の信号 y[n] (n = 0, 1, 2, 3)の DFTを直接計算により求める場合について考える．このとき，

WN の累乗は

W p
4 =


W 4q

4 =W 0
4 = 1 (p = 4q, q ∈ Z)

W 4q+1
4 =W 1

4 = −j (p = 4q + 1, q ∈ Z)
W 4q+2

4 =W 2
4 = −1 (p = 4q + 2, q ∈ Z)

W 4q+3
4 =W 3

4 = j (p = 4q + 3, q ∈ Z)

となるので，DFT係数 Y [k] (n = 0, 1, 2, 3)は

Y [0] = (y[0] + y[2]) + (y[1] + y[3])

Y [1] = (y[0]− y[2])− j · (y[1]− y[3])

Y [2] = (y[0] + y[2])− (y[1] + y[3])

Y [3] = (y[0]− y[2]) + j · (y[1]− y[3])

として求まる．上式より，複素乗算が必要となるのは j · (y[1]− y[3])の箇所のみであり，その計算結果
は Y [1]と Y [3]で共有できることが分かる．従って，4点 DFTの直接計算に必要な複素乗算の回数は

1回となる．

(iii) 問い (ii)の関係式の両辺に 1
N を乗じることにより

1

N
CN =

2

N
CN

2
+

1

2
(8)

を得る．ここで，N が 2のべき乗であることから整数 lを l = log2N とおき，さらに

Bl =
1

2l
C2l =

1

N
CN

と定義すると，式 (8)から次の漸化式が導かれる．

Bl = Bl−1 +
1

2

一方，問い (iii)の内容から

B2 =
1

4
C4 =

1

4
である．以上のことから Bl は

Bl = B2 + (l − 2)
1

2
=

1

4
+ (−2 + log2N)

1

2
= −3

4
+

1

2
log2N

と求まる．従って，

CN = NBl = −3

4
N +

N

2
log2N

となる．
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(2) (i) 下図の通り．

0 1

2

3 4 5

6

7−1

−2

−3

· · ·· · ·

基本周期 4

−4

−1

1

−5

−6

−7−8 8 9

(ii) x[n]は基本周期 4の周期信号なので，

x[n] =
3∑

k=0

ake
j( 2π

4 )nk =
3∑

k=0

ake
j(π

2 )nk

のように離散フーリエ級数に展開できる．x[n]の一周期分として n = 0, 1, 2, 3に着目すると，x[0] =

x[1] = 1, x[2] = −1, x[3] = 0より，フーリエ係数 ak は

ak =
1

4

(
x[0]e0 + x[1]e−j π

2 k + x[2]e−j π
2 ·2k + x[3]e−j π

2 ·3k

)
=

1

4

(
1 + e−j π

2 k − e−jπk

)
となる．より具体的には，

a0 =
1

4

a1 =
1

4

(
1 + e−j π

2 − e−jπ

)
=

1

4
(2− j)

a2 =
1

4

(
1 + e−j π

2 ·2 − e−j2π

)
= −1

4

a3 =
1

4

(
1 + e−j π

2 ·3 − e−j3π

)
=

1

4
(2 + j)

(iii) xd[n] = {1, 1,−1, 0, 1, 1,−1, 0}．図は以下の通り．

0 1

2

3 4 5

6

7

1

−1
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(iv) 下図の通り．

1 x[0]
(0)(2)

X[0] 2

W 2
8 = −j

W 3
8 = −

√
2

2
−
√
2

2
j

W 0
8 = 1

W 1
8 =

√
2

2
−
√
2

2
j

W 0
8

W 2
8

W 0
8

W 2
8

W 0
81 x[1]

−1
(2)(2)

X[4] − 2

−1 x[2]
(4)(−2)

X[2] 4− 2j

W 0
80 x[3]

−1
(2)(0)

X[6] 4 + 2j

1 x[4]
(0)(0)

X[1] 0

W 0
81 x[5]

−1
(0)(0)

−1 x[6]
(0)(0)

X[3] 0

W 0
80 x[7]

−1
(0)(0)

X[7] 0

−1

−1

−1

−1 −1

−1

−1

−1

X[5] 0

(v) X[k] (k = 0, · · · , 7)を 8点信号と見なして問い (iv)のフローグラフに入力し，その出力を 8で割ると，

元の信号 x[n]が得られる．具体的な計算式はここでは省略する．

(3) (i) オイラーの公式より

X[k] =
31∑

n=0

cos
(πn

4

)
W kn

32 =
31∑

n=0

ej
πn
4 + e−j πn

4

2
W kn

32

である．ここで
31∑

n=0

ej
πn
4 W kn

32 =

31∑
n=0

ej(
8−2k
32 πn) =

{
32, k = 4のとき

0, その他

であり，また，同様に

31∑
n=0

e−j πn
4 W kn

32 =
31∑

n=0

ej(
56−2k

32 πn) =

{
32, k = 28のとき

0, その他

であるので，結局

X[k] =


16, k = 4のとき

16, k = 28のとき

0, その他

と求まる．

(ii) DFTの定義式に従って直接計算する場合，322 = 1024回の複素乗算と 32(32 − 1) = 992回の複素加

算が必要になる．これに対し，FFTにより計算する場合，
(
32
2

)
log2 32 = 16 ∗ 5 = 80回の複素乗算と

32 log2 32 = 32 ∗ 5 = 160回の複素加算だけで良い．すなわち，FFTを用いることにより，複素乗算の

計算時間は約 8%に，複素加算の計算時間は約 16%に，それぞれ短縮される．
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(4) 20 [kHz] = 20000 [Hz]のサンプリングレートでは 1
20000 [sec]ごとに 1サンプルが取得される．従って，4096

個のサンプルからなるブロックを一つ得るまでの時間は 4096× 1
20000 = 212

25×54 = 27

54 [sec]である．この間に，

4096点 DFT，4096点 IDFT，それ以外の処理，の全てを終えられればリアルタイム処理が成立する．

4096点 DFTを直接計算する場合，複素乗算は 40962 = (212)2 = 224 回必要であり，複素乗算 1回につき

4回の実乗算が必要になることを考慮すると，DFTの計算時間はトータルで 224 × 4 × 5
6 [µsec] すなわち

226×5
6×106 = 219

3×55 [sec]となるが，これは 27

54 より大きいため，直接計算ではリアルタイム処理は成立しない．従っ

て，必然的に FFTを使用することになる．

FFTを使用する場合，複素乗算の回数は 4096
2 log2 4096 = 212

2 log2 2
12 = 211 × 12 = 3 × 213 回まで削減さ

れ，処理時間は 3× 213 × 4× 5
6 [µsec] すなわち 3×215×5

6×106 = 28

55 [sec]となる．4096点 IDFTにも同じだけの

時間がかかるので，DFTおよび IDFT以外で残されている時間は

27

54
− 2× 28

55
= 5× 27

55
− 4× 27

55
=

27

55
=

128

3125
= 0.04096 [sec]

となる．これはすなわち 40.96 [msec] である．

(5) (i) Bi−1 に対する処理は，x[(i − 1)N − 1]が観測された時点で直ちに開始され，x[iN − 1]が観測される

までに終了しなければならない．よって，

(iN − 1) − ((i− 1)N − 1) = N

個のサンプルを観測するだけの時間が (a)(b)(c)の計算に利用できる時間の最大値となる．ここで，x[n]

のサンプリングレートは 212 [Hz]であるから，サンプリング周期は 2−12 [秒]である．以上より，(a)(b)(c)

の計算時間の合計は

2−12N [秒]

以下でなければならない．

(ii) (b)においては，一つの kについて Y [k]を求めるのに 3 · 2−15 [秒]を要し，それが k = 0, 1, · · · , N − 1

のN 個分必要になることから，計算時間は 3 · 2−15N [秒]となる．よって，問い (i)の結果と合わせて

考えると，(a)(c)の計算に残されている時間は

2−12N − 3 · 2−15N = 8 · 2−15N − 3 · 2−15N = 5 · 2−15N [秒]

となる．

(a)(c)を直接計算により実行する場合，各々N2回の複素乗算が必要になり，また，複素乗算 1回につ

き 2−16 [秒]を要することから，(a)(c)に必要な計算時間の合計は

2×N2 × 2−16 = 2−15N2 [秒]

である．従って，問題文の処理が成立するための条件は

2−15N2 ≤ 5 · 2−15N ⇐⇒ N ≤ 5

となる（N が 2のべき乗であることを考慮するならN ≤ 4）．

一方，(a)(c)の実行に FFTアルゴリズムを適用する場合，複素乗算の回数は各々N
2 log2N 回まで削減

される．この場合，(a)(c)に必要な計算時間の合計は

2× N

2
log2N × 2−16 = 2−16N log2N [秒]

となり，問題文の処理が成立するための条件は

2−16N log2N ≤ 5 · 2−15N ⇐⇒ log2N ≤ 5 · 2 = 10

すなわちN ≤ 210 = 1024となる．
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(iii) h[n]のN 点 DFTをH[k]とすると，

H[k] =
N−1∑
n=0

h[n]Wnk
N = h[0]W 0

N + h[1]W k
N =

1

2

(
1 + e−j 2π

N k
)

である．ここで，

1 + e−j 2π
N k =

(
ej

π
N k + e−j π

N k
)
e−j π

N k = 2 cos
( π
N
k
)
e−j π

N k

より，結局

H[k] = cos
( π
N
k
)
e−j π

N k

となる．

(iv) 問い (iii)のH[k]を用いると，(b)の処理は Y [k] = H[k]X[k]と表せる．DFTでは周波数領域における

積が時間領域における巡回畳込みに相当することを踏まえ，上式の両辺を IDFTすることにより

y[n] = h[n]⊗ x[n] =
N−1∑
m=0

h[m]x[n−m]N =
1

2
(x[n] + x[n− 1]N )

を得る（i = 1のとき）．別の書き方をすると

y[n] =

{
1
2 (x[0] + x[N − 1]) (n = 0)
1
2 (x[n] + x[n− 1]) (n = 1, · · · , N − 1)

である．以上より，(b)の処理は，時間領域においては，1ブロック分の信号を周期的拡張した上で平

均化フィルタを適用することに相当する．

(6) (i) 5秒間に 40960個のサンプル値を生成するということは，1秒あたり 40960/5 = 8192個のサンプル値

を生成するということであり，すなわちサンプリング周波数が 8192 [Hz]であるということに他ならな

い．このとき，ナイキスト周波数は 4096 [Hz]となる．ここで，もし x(t)がエイリアシングなしでサン

プリングされたとすると，それに含まれる周波数成分は，最も高周波なものでもナイキスト周波数以下

でなければならない．故に，x(t)の最高周波数は 4096 [Hz]である．

(ii) 2048点 DFTを用いると，0～2πの間で 2048等分された周波数サンプル点で連続スペクトルX(Ω)を

サンプリングすることになる．サンプリング周波数が 8192 [Hz]であるから，上記は 0 ≤ f ≤ 8192 [Hz]

の範囲での 2048個の周波数サンプルに相当する．故に，周波数間隔は△f = 8192
2048 = 4 [Hz]となる．

(iii) △f = 4であるので，400 ≤ f ≤ 600 [Hz]の周波数帯域では 1 + (600 − 400)/4 = 51個の DFTサン

プルを得ることになる．直接計算の場合，この 51個のそれぞれについて，DFT係数を計算するのに

2048回の複素乗算が必要となるので，トータルで必要な複素乗数の回数は

51× 2048 = 104448 回

となる．他方，FFTを使う場合，特定のDFTサンプルに関する係数のみを選択的に計算することはで

きないので，全ての DFT係数を求めることになり，それに必要な複素乗数の回数は

2048

2
log2 2048 = 1024× 11 = 11264 回

となる．

(iv) N 点 FFTには
N

2
log2N 回の複素乗算が必要である．一方，M 個のDFT係数を直接計算するのには

M ×N 回の複素乗算が必要である．よって，

M ×N >
1

2
N log2N

すなわち

M >
1

2
log2N
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であるならば FFTは直接計算よりも効率が良いものとなる．本問では N = 2048＝ 211 であるので，

上述の条件式はM > 11
2 = 5.5となり，M が整数であることを考慮すると，M ≥ 6のとき，FFTの方

が効率的となる．

(7) (i) x[n] = x
(

n
fs

)
であるので，x(t) = ej(2πft) のとき，

x[n] = ej(2πf
n
fs
) = ej(2π

f
fs

n)

となる．

(ii) y[n]は Y [k]を用いて

y[n] =
1

N

N−1∑
k=0

Y [k]W−nk
N =

1

N

N−1∑
k=0

Y [k]ej
2π
N kn

と表せる（IDFT）．ここで，長さ 1秒の連続時間信号をサンプリングしてN 点の離散時間信号を得る

ということは，1秒間にN 個のサンプル値を得るということであり，サンプリング周波数 fsが fs = N

を満たす，ということを意味する．よって，本問においては

y[n] =
1

N

N−1∑
k=0

Y [k]ej(2π
k
fs

n)

であり，これを問い (i)の結果と比較することにより，Y [k]は k [Hz]の成分に対応することが分かる．

(iii) 問い (ii)より，Y [k]は k[Hz]の成分に対応し，従って Y [k + 1]は k + 1 [Hz]の成分に対応する．故に

周波数間隔は

(k + 1)− k = 1 [Hz]

(iv) 直接計算の場合，1個のDFT係数につきN 回の複素乗算が必要であるため，トータルではN2回．一

方，FFTを用いる場合，N
2 log2N 回．

(v) 直接計算では特定のM 個のDFT係数を選択的に計算できるので，必要な複素乗算の回数はMN 回と

なる．これに対し，FFTでは常に全てのDFT係数を一度に求めることになるため，必要な複素乗算の

回数はM によらず N
2 log2N 回である．従って，FFTの方が複素乗算の回数が少なくなるのは

MN >
N

2
log2N ⇐⇒ M >

1

2
log2N

のときである．N = 1024 = 210 の場合，上記の条件式はM > 5となる．

(8) (i) 単一の nについて y[n]を直接計算するのに必要な複素乗算の回数は次の通り．

• 0 ≤ n ≤ L−2のとき： n+1回

• L−1 ≤ n ≤ N−1のとき： L回

• N ≤ n ≤ N+L−2のとき： (N+L−1)−n回

従って，任意の nについて y[n]を直接計算するのに必要な複素乗算の回数を S とすると

S =
L−2∑
n=0

(n+1) +
N−1∑

n=L−1
L +

N+L−2∑
n=N

{(N+L−1)−n}

=
L−1∑
n=1

n + {(N−1)− (L−1) + 1}L +
L−1∑
n=1

n

=
1

2
L(L−1) + NL− L(L−1) +

1

2
L(L−1) = NL
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(ii) 必要な処理は，h̃[n]の DFT，x̃[n]の DFT，X̃[k]と H̃[k]の乗算，Ỹ [k]の IDFTの 4つである．DFT

および IDFTに FFTアルゴリズムを用いるとすると，各々の計算に必要な複素乗算の回数は M
2 log2M

回．一方，任意の k (0 ≤ k < M)について X̃[k]と H̃[k]の積を求めるのに必要な複素乗算の回数はM

回．従って，必要となる複素乗算の総数を S′ とすると

S′ = M + 3 · M
2

log2M = M

(
1 +

3

2
log2M

)
(iii) N = L = 512 = 29より，(b)の方法はM = 210 (> 29 +29 − 1)のとき最も効率的となる．この条件下

ではM = N + L = 2N となるので，(b)の方法に必要な複素乗算の回数はN を用いて

2N

(
1 +

3

2
log2(2N)

)
= N {2 + 3(log2 2 + log2N)}

= N(5 + 3 log2N)

と表せる．これに対し，直接計算に必要な複素乗算の回数はNL = N2回となるため，(b)の方法は直

接計算に比べ
N2

N(5 + 3 log2N)
=

N

5 + 3 log2N
倍

効率的となる．上式にN = 512 = 29 を代入すると

29

5 + 3 · 9
=

29

32
= 24 = 16 倍

(9) 2つの実数信号列 x1[n], x2[n]のN 点DFTをそれぞれX1[k], X2[k]とすると，これらは次のような 1つの

N 点 DFTから求めることができる．まず，N 点複素信号列を

x[n] = x1[n] + jx2[n]

のように作成する．次に，x[n]のN 点DFTを計算する．その結果をX[k]とする．最後に，DFTの対称性

を利用してX[k]からX1[k]およびX2[k]を抽出する．まず，

X1[k] =
1

2

(
X[k] +X

[
N − k

]
N

)
とする．これはX[k]の共役対称な部分に相当する．そして，

X2[k] =
1

2j

(
X[k]−X

[
N − k

]
N

)
とする．これはX[k]の共役非対称な部分に相当する．但し，[N − k]N は [N − k]をN で割った余りを表す．

第8章 演習問題 解答

(1) (i) DTFTの定義式に x[n] = r0[n]を代入し

R0(Ω) =
∞∑

n=−∞
r0[n]e

−jΩn =
N−1∑
n=0

e−jΩn

を得る．Ω ̸= 2πm (m :整数)のとき，

R0(Ω) =
N−1∑
n=0

e−jΩn

=
1− e−jΩN

1− e−jΩ

=
(ejΩN/2 − e−jΩN/2)e−jΩN/2

(ejΩ/2 − e−jΩ/2)e−jΩ/2

=
sin
(
Ω
2N
)
e−jΩN/2

sin
(
Ω
2

)
e−jΩ/2

=
sin
(
Ω
2N
)

sin
(
Ω
2

) e−j Ω
2 (N−1)
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となる．一方，Ω = 2πm (m :整数)のとき，

R0(0) =
N−1∑
n=0

1 = N

となる．

(ii) |R0(Ω)|の概形は下図のようになる．r0[n]は矩形窓であり，そのメインローブは幅が狭く急峻であると
いう性質がある．このため，各周波数成分が周りの周波数成分の影響を受けにくく，周波数分解能が高

いという長所がある．一方，サイドローブについては，その高さが非常に高いという性質がある．従っ

て，ある周波数成分がノイズに埋もれることなく検出されるためには，その振幅がある程度大きくなけ

ればならない．すなわち，ダイナミックレンジが狭いという短所がある．

(iii) rd[n]と r0[n]は

rd[n] = r0[n− d]

の関係を満たす．上式より，

Rd(Ω) =
∞∑

n=−∞
rd[n]e

−jΩn =
∞∑

n=−∞
r0[n− d]e−jΩn

=
∞∑

m=−∞
r0[m]e−jΩ(m+d)

=

[ ∞∑
m=−∞

r0[m]e−jΩm

]
e−jΩd = R0(Ω)e

−jΩd

を得る．ただし，1行目から 2行目への展開ではm = n− dとおいた．

(iv) 問題文の条件より

F (Ω) =
∞∑

n=−∞
f [n]e−jΩn , g[n] =

1

2π

∫ 2π

0

G(Ω)ejΩndΩ

が成り立つ（DTFTおよび IDTFTの定義式）．これらの関係式から，

f [n]g[n]
DTFT←→

∞∑
n=−∞

f [n]g[n]e−jΩn =
∞∑

n=−∞
f [n]

[
1

2π

∫ 2π

0

G(Ω′)ejΩ
′ndΩ′

]
e−jΩn

=
1

2π

∫ 2π

0

[ ∞∑
n=−∞

f [n]e−j(Ω−Ω′)n

]
G(Ω′) dΩ′

=
1

2π

∫ 2π

0

F (Ω− Ω′)G(Ω′)dΩ′　

=
1

2π
F (Ω)⊗G(Ω)

を得る．
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(v) 関係式 yd[n] = x[n]rd[n]に問い (iv)の結果を適用し，

Yd(Ω) =
1

2π
X(Ω)⊗Rd(Ω)

を得る．ここで，問い (i)(iii)の結果より，

Rd(Ω) = R0(Ω)e
−jΩd =

sin
(
Ω
2N
)

sin
(
Ω
2

) e−j Ω
2 (N−1)e−jΩd =

sin
(
Ω
2N
)

sin
(
Ω
2

) e−jΩ(N−1
2 +d)

である．従って，

Yd(Ω) =
1

2π
X(Ω)⊗

sin
(
Ω
2N
)

sin
(
Ω
2

) e−jΩ(N−1
2 +d)

となる．

(vi) 時間間引き FFTにより Ỹd[k]を求める場合，まず ỹd[m] = yd[m+ d]を

zd[m] = ỹd[2m] = yd[2m+ d] , z′d[m] = ỹd[2m+ 1] = yd[2m+ 1 + d]

として偶数部分 zd[m]と奇数部分 z′d[m]の二つに分解し，次に各々の N
2 点DFTを再帰的に計算したの

ち，最後にその結果を統合するという手順を踏む．この処理に必要な複素乗算の回数は一般に N
2 log2N

回である．ここで，Ỹd+1[k]の計算においては，ỹd+1[m] = yd+1[m+ d+ 1]の偶数部分が

zd+1[m] = ỹd+1[2m] = yd[2m+ d+ 1] = z′d[m]

となり，ỹd[m]の奇数部分に一致することが分かる．従って，zd+1[m]の N
2 点 DFTは Ỹd[k]を求める

ときに既に計算済みであり，改めて再計算する必要はない．このことから，1 ≦ d < Lにおいては，N

点 DFTの計算に必要な複素乗算の回数は，N
2 点 DFTが 1回分，バタフライ演算が N

2 回分で，合計
N
4 log2

N
2 + N

2 = N
4 (1 + log2N)回となる．d = 0のときは通常通り N

2 log2N 回の複素乗算が必要とな

るので，結局合計で

N

2
log2N + (L− 1) · N

4
(1 + log2N) =

(L+ 1)N

4
log2N +

(L− 1)N

4

回の複素乗算を要することになる．

第9章 演習問題 解答

(1) (i) z変換の定義式より，

X(z) =
∞∑

k=−∞

x[n]z−n

である．ここで，X(z)の収束領域 Rに対し z ∈ Rであるとき，右辺は z について項別微分可能であ

ることに注意して両辺を zで微分すると，

dX(z)

dz
=

∞∑
k=−∞

x[n](−n)z−n−1 = −z−1
∞∑

k=−∞

nx[n]z−n

となる．上式の両変に −zを乗じることにより

−z dX(z)

dz
=

∞∑
k=−∞

nx[n]z−n

を得る．前述の通り，上式は z ∈ Rにおいてのみ成り立つので，収束領域は Rである．
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(ii) 単位ステップ信号 u[n]を用いて

u[n] ∗ nx[n] =
∞∑

k=−∞

u[n− k]kx[k] =
n∑

k=−∞

kx[k]

と表せることに注意すると，畳込みに関する z変換の性質より

Z

[
n∑

k=−∞

kx[k]

]
= Z [u[n] ∗ nx[n]] = Z [u[n]]Z [nx[n]]

が成り立つ．ここで，

Z [u[n]] =
1

1− z−1

であるから（収束領域は Ru = {z | |z| > 1}），問い (i)の結果と合わせ，

Z

[
n∑

k=−∞

kx[k]

]
=

−z
1− z−1

dX(z)

dz
=

z2

1− z
dX(z)

dz

を得る（収束領域は Ru ∩Rを含む）．

(2) x[n], y[n]の z変換をそれぞれX(z), Y (z)とすると，

X(z) =
1

1− 1
2z

−1
=

2

2− z−1

Y (z) =
∞∑

n=−∞
2nu[−n]z−n = 1 +

∞∑
n=−∞

2nu[−n− 1]z−n = 1− 1

1− 2z−1
=
−2z−1

1− 2z−1

となる（X(z)のROCはR1 = {z
∣∣ |z| > 1

2 }，Y (z)のROCはR1 = {z | |z| < 2}）．故に，w[n] = x[n]∗y[n]
の z変換をW (z)とすると，畳込みに関する z変換の性質より

W (z) = X(z)Y (z) =
2

2− z−1
· −2z

−1

1− 2z−1
=

4

3
· 1

1− 1
2z

−1
− 4

3
· 1

1− 2z−1

となる（ROCは R1 ∩R2 = {z
∣∣ 1

2 < |z| < 2}）．上式を逆 z変換することにより，

x[n] ∗ y[n] = w[n] =
4

3

(
1

2

)n

u[n] +
4

3
2n u[−n− 1] =

4

3
2−|n|

を得る．

(3) (i) システムが因果的であるとき，そのインパルス応答 h[n]は右側（n ≥ 0）のみ値を持つので，

H(z) =
∞∑

n=0

h[n]z−n

となる．右辺のべき級数が任意の zにおいて収束しない場合，伝達関数H(z)自体が定義できないので，

少なくとも何れかの一点では収束するものとし，これを z = z0 とおく．このとき，任意の n ≥ 0に対

し |h[n]z0−n| ≤M が成り立つような定数M が存在する（そうでなければ z = z0において上記級数が

収束しない）ので，|z| > |z0|を満たす任意の zについて，

∞∑
n=0

|h[n]z−n| =
∞∑

n=0

|h[n]z0−n| |z
−n|
|z0−n|

≤
∞∑

n=0

M

(
|z0|
|z|

)n

=
M

1− c
< ∞

が成り立つ（ |z0|
|z| = cとおき，0 < c < 1であることを利用）．これは |z| > |z0|において上記級数が絶

対収束することを意味しており，絶対収束する無限級数は必ず収束することから，H(z)も |z| > |z0|に
おいて収束する．ROCは原点を中心として |z0| = γ を通る円の外側，すなわち |z| > γ となる．
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(ii) 入力 x[n]，出力 y[n]の z変換をそれぞれX(z), Y (z)とすると，Y (z) = H(z)X(z)より，

X(z) =
Y (z)

H(z)
= Y (z)

1− 1
2z

−1

1 + z−1

が成り立つ．Y (z)は，

Y (z) = −1

3
· 1

1− 1
4z

−1
+

4

3
· 1

1− 2z−1
=

1 + 1
3z

−1

(1− 1
4z

−1)(1− 2z−1)

と求まる（ROCは 1
4 < |z| < 2）．以上を踏まえ，

X(z) =
(1 + 1

3z
−1)(1− 1

2z
−1)

(1− 1
4z

−1)(1− 2z−1)(1 + z−1)
=

A

1− 1
4z

−1
+

B

1− 2z−1
+

C

1 + z−1

とおくと，留数定理に従って

A =

(
1− 1

4
z−1

)
X(z)

∣∣∣∣∣
z−1=4

=
1− 1

6z
−1 − 1

6z
−2

(1− 2z−1)(1 + z−1)

∣∣∣∣∣
z−1=4

=
1

15

B =
(
1− 2z−1

)
X(z)

∣∣∣∣∣
z−1= 1

2

=
1− 1

6z
−1 − 1

6z
−2

(1− 1
4z

−1)(1 + z−1)

∣∣∣∣∣
z−1= 1

2

=
2

3

C =
(
1 + z−1

)
X(z)

∣∣∣∣∣
z−1=−1

=
1− 1

6z
−1 − 1

6z
−2

(1− 1
4z

−1)(1− 2z−1)

∣∣∣∣∣
z−1=−1

=
4

15

と計算できる．いま，h[n]は因果的であるから，H(z)のROCは |z| > 1
2 である．これと Y (z)のROC

から，X(z)の ROCは 1
4 < |z| < 1であることになる．このことを踏まえてX(z)を逆 z変換し，

x[n] =
1

15

(
1

4

)n

u[n] − 2

3
2n u[−n− 1] − 4

15
(−1)nu[−n− 1]

(4) 通信路の特性を表すシステムの伝達関数を F (z)，復元処理を行うシステムの伝達関数をG(z)とする．また，

復元処理を施された信号を w[n]とし，さらに，原信号 x[n]，観測信号 y[n]，復元信号 w[n]の z変換をそれ

ぞれX(z), Y (z), W (z)とする．このとき

Y (Z) = F (z)X(z), W (z) = G(z)Y (z)

が成り立つ．従って，原信号と復元信号の間にはW (z) = G(z)F (z)X(z)という関係が成り立つ．ここで，

復元信号が原信号に一致する，すなわち，W (z) = X(z) とするためには，G(z)F (z) = 1という関係を満た

していれば良い．これより，復元処理を施す信号処理システムの伝達関数はG(z) = 1
F (z) となる．ところで，

通信路の伝達関数は

F (z) = 1 +
1

2
z−5 +

1

4
z−10

であるから，復元処理を行うシステムの伝達関数は

G(z) =
1

1 + 1
2z

−5 + 1
4z

−10
=

z10

z10 + 1
2z

5 + 1
4

となる．

次に，復元処理システムの安定性を調べるために，G(z)の極，すなわち，G(z)の分母多項式の根について

考える．簡単な計算によって，z10 + 1
2z

5 + 1
4 = 0の根は，z5 = − 1

4 (1 + j
√
3)および z5 = − 1

4 (1− j
√
3)の

根であることが分かるが， ∣∣∣∣−1

4
(1± j

√
3)

∣∣∣∣ = 1

2

であるから，これらの根の絶対値は全て
(
1
2

)1/5
であり，G(z)の極は全て複素平面上における単位円内部に

存在することになる．従って，この復元処理システムは安定である．
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(5) (i) x[n], y[n]の z 変換をそれぞれ X(z), Y (z)とおく．所与の入出力差分方程式の両辺について，その z

変換を計算することにより

Y (z) =
3

4
Y (z)z−1 − 1

16
Y (z)z−3 +X(z)− 1

8
X(z)z−2 +

1

8
X(z)z−3

を得る．Y (z)に関する項を左辺に，X(z)に関する項を右辺にまとめると(
1− 3

4
z−1 +

1

16
z−3

)
Y (z) =

(
1− 1

8
z−2 +

1

8
z−3

)
X(z)

となる．伝達関数H(z)は Y (z)
X(z) で与えられるので，

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1− 1
8z

−2 + 1
8z

−3

1− 3
4z

−1 + 1
16z

−3
=

z3 − 1
8z +

1
8

z3 − 3
4z

2 + 1
16

=
16z3 − 2z + 2

16z3 − 12z2 + 1

(ii) 問い (i)のH(z)の分母を S(z) = z3 − 3
4z

2 + 1
16 とおく．このとき，

S

(
1

2

)
=

1

8
− 3

16
+

1

16
= 0

であることから，S(z)は z − 1
2 を因数に持つことが分かる．従って，S(z)は

S(z) =

(
z2 − 1

4
z − 1

8

)(
z − 1

2

)
=

{(
z +

1

4

)(
z − 1

2

)}(
z − 1

2

)
=

(
z +

1

4

)(
z − 1

2

)2

のように因数分解できる．上式は，伝達関数H(z)の極が z = 1
2 および z = − 1

4 であることを示してい

る．これらは何れも z平面における単位円内部の点であるので，システム Lは BIBO安定である．

(iii) 微分に関する z変換の性質を f [n] = anu[n]の場合に適用する．

anu[n]
z←→ 1

1− az−1
（ROC：|a| < |z|） (9)

であること，および
d

dz

(
1

1− az−1

)
= − az−2

(1− az−1)2

であることから，

nanu[n]
z←→ −z

(
− az−2

(1− az−1)2

)
=

az−1

(1− az−1)2
（ROC：|a| < |z|） (10)

が導かれる．式 (9)(10)と z変換の線形性から，

(n+ 1)anu[n] = nanu[n] + anu[n]

z←→ az−1

(1− az−1)2
+

1

1− az−1
=

1

(1− az−1)2
（ROC：|a| < |z|）

となる．以上により問題文の z変換対が成り立つことが示された．

(iv) 問い (i)(ii)より，H(z)は

H(z) =
z3 − 1

8z +
1
8(

z + 1
4

) (
z − 1

2

)2 =
1− 1

8z
−2 + 1

8z
−3(

1 + 1
4z

−1
) (

1− 1
2z

−1
)2

である．このことを踏まえ，

H(z) = A+
B

1 + 1
4z

−1
+

C

1− 1
2z

−1
+

D(
1− 1

2z
−1
)2

とおく．まず Aは

A = H(z)|z=0 =
1
8(

1
4

) (
− 1

2

)2 = 2 (11)
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と計算される．次に，B, Dは

B =

(
1 +

1

4
z−1

)
H(z)

∣∣∣∣
z=− 1

4

=
1− 1

8 (−4)
2 + 1

8 (−4)
3(

1− 1
2 (−4)

)2 =
1− 2− 8

(1 + 2)2
= −1 (12)

D =

(
1− 1

2
z−1

)2

H(z)

∣∣∣∣∣
z= 1

2

=
1− 1

8 · 2
2 + 1

8 · 2
3

1 + 1
4 · 2

=
1− 1

2 + 1

1 + 1
2

= 1 (13)

と計算される．最後に C について，本問では(
1− 1

2
z−1

)2

H(z) =
1− 1

8z
−2 + 1

8z
−3

1 + 1
4z

−1

であるから，

d

dz

[(
1− 1

2
z−1

)2

H(z)

]
=

(
1
4z

−3 − 3
8z

−4
) (

1 + 1
4z

−1
)
−
(
1− 1

8z
−2 + 1

8z
−3
) (
− 1

4z
−2
)(

1 + 1
4z

−1
)2

であり，従って，

C =
1

2
· d
dz

[(
1− 1

2
z−1

)2

H(z)

]∣∣∣∣∣
z= 1

2

=
1

2
·
(
1
4 · 2

3 − 3
8 · 2

4
) (

1 + 1
4 · 2

)
−
(
1− 1

8 · 2
2 + 1

8 · 2
3
) (
− 1

4 · 2
2
)(

1 + 1
4 · 2

)2
=

(2− 6)
(
1 + 1

2

)
−
(
1− 1

2 + 1
)
(−1)

2
(
1 + 1

2

)2 =
−4 + 1

3
= −1 (14)

と計算される．式 (11)(12)(13)(14)より，H(z)は

H(z) = 2− 1

1 + 1
4z

−1
− 1

1− 1
2z

−1
+

1(
1− 1

2z
−1
)2

と表せる．ここで，システム Lは BIBO安定であるので，その伝達関数の ROCは z 平面上の単位円

およびその外部を含まなければならない．すなわち，ROCは |a| < |z|の形で表されていなければなら
ない．この場合，

δ[n]
z←→ 1

anu[n]
z←→ 1

1− az−1

であり，また，問い (iii)の結果より，

(n+ 1)anu[n]
z←→ 1

(1− az−1)2

であるから，

H(z)
z←→ 2δ[n]−

(
−1

4

)n

u[n]−
(
1

2

)n

u[n] + (n+ 1)

(
1

2

)n

u[n]

= 2δ[n]−
(
−1

4

)n

u[n] + n

(
1

2

)n

u[n]

となる．従って

h[n] = 2δ[n]−
(
−1

4

)n

u[n] + n

(
1

2

)n

u[n]

(6) (i) 平均化フィルタの伝達関数は 1
2 + 1

2z
−1 となる．一方，問題文中に図示されている x[n] の z 変換は

1 + z−1 + z−2 である．したがって，出力 y[n]の z変換は，

Y (z) =

(
1

2
+

1

2
z−1

)
(1 + z−1 + z−2) =

1

2
+ z−1 + z−2 +

1

2
z−3

となる．これを逆 z変換することにより，以下の時間応答が得られる．
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n

y[n]

-1 0 1 2 3 4

1

(ii) 周波数応答M(Ω)は，伝達関数に z = ejΩ を代入することにより得られる．したがって，

M(Ω) =
1

2
+

1

2
e−jΩ =

ej
Ω
2 + e−j Ω

2

2
· e−j Ω

2 = cos

(
Ω

2

)
e−j Ω

2

を得る．これより，ゲイン特性 |M(Ω)|および位相特性 ∠M(Ω)は

|M(Ω)| = cos

(
Ω

2

)
, ∠M(Ω) = −Ω

2

と求まる．この結果より，平均化フィルタは低域通過特性を持つことがわかる．このことは，平均化

フィルタはゆっくりと変化する信号をよく通すことを意味しており，問い (i)で得られた時間応答の結

果と整合している．

(7) (i) 差分フィルタの伝達関数は 1
2 −

1
2z

−1 となる．一方，問題文中に図示されている x[n]の z 変換は 1 +

z−1 + z−2 である．したがって，出力 y[n]の z変換は，

Y (z) =

(
1

2
− 1

2
z−1

)
(1 + z−1 + z−2) =

1

2
− 1

2
z−3

となる．これを逆 z変換することにより，以下の時間応答が得られる．

n

y[n]

-1 0 1 2 3 4

1

(ii) 周波数応答D(Ω)は，伝達関数に z = ejΩ を代入することにより得られる．したがって，

D(Ω) =
1

2
− 1

2
e−jΩ =

ej
Ω
2 − e−j Ω

2

2j
· je−j Ω

2 = sin

(
Ω

2

)
ej(

π
2 −Ω

2 )

を得る．これより，ゲイン特性 |D(Ω)|および位相特性 ∠D(Ω)は

|D(Ω)| = sin

(
Ω

2

)
, ∠D(Ω) =

π

2
− Ω

2

と求まる．この結果より，差分フィルタは高域通過特性を持つことがわかる．このことは，差分フィル

タは急激に変化する信号をよく通すことを意味しており，問い (i)で得られた時間応答の結果と整合し

ている．

(8) (i) x[n], y[n]の z 変換をそれぞれ X(z), Y (z)とおく．所与の入出力差分方程式の両辺について，その z

変換を計算することにより

Y (z) = −1

4
X(z) +

1

2
X(z)z−1 − 1

4
X(z)z−2

= −1− 2z−1 + z−2

4
X(z) = −

(
1− z−1

2

)2

X(z)
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を得る．上式より伝達関数H(z)は

H(z) =
Y (z)

X(z)
= −

(
1− z−1

2

)2

= −1

4
+

1

2
z−1 − 1

4
z−2

と求まる．

(ii) 所与の入出力差分方程式に x[n] = δ[n]を代入することにより，インパルス応答 h[n]は

h[n] = −1

4
δ[n] +

1

2
δ[n−1]− 1

4
δ[n−2]

と求まる．もしくは，z−dの逆 z変換が δ[n−d]であることから，問い (i)のH(z) = − 1
4 +

1
2z

−1− 1
4z

−2

を逆 z変換することにより，同様に

h[n] = −1

4
δ[n] +

1

2
δ[n−1]− 1

4
δ[n−2]

と求まる．これを図示すると下図のようになる．

(iii) まず，システム Lの周波数応答を求める．Lは FIRシステムであり伝達関数H(z)は z = 0を除く全域

において収束するので，この H(z)に z = ejΩ を代入することにより周波数応答が得られる．1− z−1

に z = ejΩ を代入すると

1− e−jΩ =
(
ej

Ω
2 − e−j Ω

2

)
e−j Ω

2 = 2j sin

(
Ω

2

)
e−j Ω

2

となることから，周波数応答は

H(Ω) = −
(
j sin

(
Ω

2

)
e−j Ω

2

)2

= sin2
(
Ω

2

)
e−jΩ

と求まる．従って，振幅特性と位相特性はそれぞれ

|H(Ω)| = sin2
(
Ω

2

)
, ∠H(Ω) = −Ω

となる．これらを図示すると下図のようになる．

振幅特性 位相特性
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(iv) 所与の入出力差分方程式に x[n] = sin(Ω0n)を代入することにより y[n]を求める．

y[n] = −1

4
x[n] +

1

2
x[n−1]− 1

4
x[n−2] = −1

2

{
1

2
(x[n]− x[n−1])− 1

2
(x[n−1]− x[n−2])

}
と変形できることから，まず w[n] = 1

2 (x[n]− x[n−1])について考える．正弦関数の和積公式より，

w[n] =
1

2
(sin(Ω0n)− sin(Ω0(n−1)))

=
1

2
(sin(Ω0n) + sin(−Ω0n+Ω0)))

= sin

(
Ω0

2

)
cos

(
Ω0n−

Ω0

2

)
= sin

(
Ω0

2

)
sin

(
Ω0n−

Ω0

2
+
π

2

)
であるので，

w[n−1] =
1

2
(x[n−1]− x[n−2]) = sin

(
Ω0

2

)
sin

(
Ω0(n−1)−

Ω0

2
+
π

2

)
となる．従って，ϕ = π

2 −
Ω0

2 とおくと，

y[n] = −1

2
(w[n]− w[n−1])

= −1

2
sin

(
Ω0

2

)
{sin(Ω0n+ ϕ)− sin(Ω0n− Ω0 + ϕ)}

= −1

2
sin

(
Ω0

2

)
{sin(Ω0n+ ϕ) + sin(−Ω0n− ϕ+Ω0)}

= − sin

(
Ω0

2

){
sin

(
Ω0

2

)
cos

(
Ω0n+ ϕ− Ω0

2

)}
= − sin2

(
Ω0

2

)
sin

(
Ω0n+ ϕ− Ω0

2
+
π

2

)
= − sin2

(
Ω0

2

)
sin (Ω0n− Ω0 + π)

= sin2
(
Ω0

2

)
sin (Ω0n− Ω0)

となる．上式より，A = sin2
(
Ω0

2

)
, B = −Ω0 を得る．

(v) q[n] = x[n−N ] = sin(Ω0(n−N)) = sin(Ω0n− Ω0N)

(vi) 振幅特性

振幅特性は，入力信号を様々な角周波数の成分の重ね合わせとみなしたとき，各成分がシステムによ

りどの程度増幅／減衰するかを表している．あるシステムの振幅特性が |H(Ω)|で与えられるとき，
入力信号に含まれる角周波数 Ωの成分の振幅は |H(Ω)|倍されて出力される．従って，|H(Ω)| = 1

となるような角周波数の成分の振幅はそのシステムでは変化しない．一方，|H(Ω)| = 0となるよ

うな角周波数の成分は振幅が 0倍され，完全に遮断される．

位相特性

位相特性は，同じく入力信号を様々な角周波数の成分の重ね合わせとみなしたとき，各成分の位相

がシステムによりどの程度遅れるかを表している．あるシステムの位相特性が ∠H(Ω)で与えられ

るとき，入力信号に含まれる角周波数 Ωの成分の位相は −∠H(Ω) [rad]遅れる（∠H(Ω) [rad]進

む）．なお，位相の遅れは時間的な遅延と考えることもでき，−∠H(Ω) [rad]の位相遅れは 1単位

時間 ×
(
−∠H(Ω)

Ω

)
分の時間遅延に相当する．従って，位相特性は，システムが入力信号に含まれ

る各成分に対しどの程度の遅延を生じさせるかを表すものと捉えることもできる．
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(9) (i) x[n], y[n]の z変換をそれぞれX(z), Y (z)とおくと，

H(z) =
4z2

4bz2 − 4bz − a+ b
=

4

4b− 4bz−1 − (a− b)z−2
=

Y (z)

X(z)

が成り立つ．上式より

4bY (z)− 4bY (z)z−1 − (a− b)Y (z)z−2 = 4X(z)

であり，すなわち

Y (z) =
1

b
X(z) + Y (z)z−1 +

a− b
4b

Y (z)z−2

である．上式の両辺を逆 z変換することにより

y[n] =
1

b
x[n] + y[n− 1] +

a− b
4b

y[n− 2]

を得る．

(ii) Lが BIBO安定であるための必要十分条件はH(z)の極が全て単位円内に含まれることであり，この条

件が満たされる aの範囲を求めればよい．b = 1のとき，

H(z) =
4z2

4z2 − 4z − a+ 1

である．従って，極は 4z2 − 4z − a+ 1 = 0の解となる．これを求めると，

4z2 − 4z − a+ 1 = 0 ⇐⇒ (2z − 1)2 − a = 0

⇐⇒
(
z − 1

2

)2

=
a

4

より，a ≥ 0のとき z = 1
2 ±

√
a
2 となる．より原点から遠い極は z = 1

2 +
√
a
2 であり，これが単位円内

に含まれるための条件は
1

2
+

√
a

2
< 1 ⇐⇒ a < 1

である．一方，a < 0のとき，極は z = 1
2 ± j

√
−a
2 であり，これらが単位円内に含まれるための条件は(

1

2

)2

+

(√
−a
2

)2

< 12 ⇐⇒ 1− a < 4

⇐⇒ a > −3

である．以上より，−3 < a < 1の範囲において Lは BIBO安定となる．

(iii) a = bのとき，

H(z) =
4z2

4bz2 − 4bz
=

z

bz − b
=

1

2b
· 2

1− z−1

である．従って，Lの周波数応答は，上式に z = ejΩ を代入し

H(Ω) =
1

2b
· 2

1− e−jΩ

と求まる．ここで，
1− e−jΩ

2
= j

ej
Ω
2 − e−j Ω

2

2j
e−j Ω

2 = sin

(
Ω

2

)
ej

π−Ω
2

であることから，上式のH(Ω)は

H(Ω) =
1

2b sin
(
Ω
2

)ej Ω−π
2

と展開できる（問題文の条件より b > 0）．上式より，振幅特性は |H(Ω)| = 1

2b sin(Ω
2 )
，位相特性は

∠H(Ω) = Ω−π
2 となる．

47

『新しい信号処理の教科書』（978-4-274-22780-6）演習問題の解答 2021年11月15日

(C) 馬場口 登・中村 和晃，2021



(iv) a = 1
9 , b = 1のとき，

H(z) =
4z2

4z2 − 4z + 8
9

=
z2

z2 − z + 2
9

=
z2(

z − 1
3

)(
z − 2

3

)
である．よって，H(z)

z は
H(z)

z
=

A

z
+

B

z − 1
3

+
C

z − 2
3

のように部分分数に展開できる．ただし，

A = H(z)|z=0 = 0

B =

(
z − 1

3

)
H(z)

z

∣∣∣∣
z= 1

3

=
z

z − 2
3

∣∣∣∣
z= 1

3

=
1
3

1
3 −

2
3

= −1

C =

(
z − 2

3

)
H(z)

z

∣∣∣∣
z= 2

3

=
z

z − 1
3

∣∣∣∣
z= 2

3

=
2
3

2
3 −

1
3

= 2

である．従って，

H(z) = − z

z − 1
3

+ 2
z

z − 2
3

= − 1

1− 1
3z

−1
+ 2

1

1− 2
3z

−1

となる．ここで，Lは因果的であるから，そのインパルス応答 h[n]の左側 z 変換は 0であり，右側 z

変換がH(z)と一致しなければならない．このとき，H(z)の ROCは極の外側，すなわち |z| > 2
3 とな

る．このことを踏まえて上記のH(z)を逆 z変換することにより，

h[n] = −
(
1

3

)n

u[n] + 2

(
2

3

)n

u[n]

を得る．

第10章 演習問題 解答

(1) (i) 加算器 A2 における入出力関係：p2[n] = 3x[n] + 1
2y[n] + p3[n− 1]

加算器 A3 における入出力関係：p3[n] = 2x[n] + 1
2y[n]

(ii) 次の通り．

y[n] = x[n] + 3x[n− 1] + 2x[n− 2] +
1

2
y[n− 1] +

1

2
y[n− 2]

(iii) Z[x[n]] = X(z), Z[y[n]] = Y (z)として問い (ii)の式の両辺を z変換することにより

Y (z) = X(z) + 3X(z)z−1 + 2X(z)z−2 +
1

2
Y (z)z−1 +

1

2
Y (z)z−2

を得る．整理すると (
1− 1

2
z−1 − 1

2
z−2

)
Y (z) = (1 + 3z−1 + 2z−2)X(z)

となり，従って伝達関数は

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + 3z−1 + 2z−2

1− 1
2z

−1 − 1
2z

−2
=

(1 + z−1)(1 + 2z−1)

(1− z−1)
(
1 + 1

2z
−1
) =

(z + 1)(z + 2)

(z − 1)(z + 1
2 )

となる（S1 は因果的であるので，ROCは |z| > 1）．極は z = 1, − 1
2，零点は z = −1, −2．
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(iv) 問題文の y[n]は y[n] =
(
− 1

2

)n
u[n]と書ける．従って，これを z変換すると

Y (z) =
1

1−
(
− 1

2z
−1
) =

1

1 + 1
2z

−1

となる（ROCは |z| > 1
2）．ここで，Y (z) = H(z)X(z)より，

X(z) =
Y (z)

H(z)
=

1

1 + 1
2z

−1
·
(1− z−1)

(
1 + 1

2z
−1
)

(1 + z−1)(1 + 2z−1)

=
1− z−1

(1 + z−1)(1 + 2z−1)
=

−2
1 + z−1

+
3

1 + 2z−1

である．Y (z)とH(z)の ROCから，X(z)の ROCは |z| > 2でなければならないことを考慮して，

x[n] = Z−1[X(z)] = −2(−1)ny[n] + 3(−2)nu[n] =
{
3(−2)n − 2(−1)n

}
u[n]

(v) 複数のディジタルフィルタを従属接続した場合，全体の伝達関数は，各フィルタの伝達関数の積とな

る．従って，S の伝達関数は

HS(z) =
(z + 1)(z + 2)

(z − 1)(z + 1
2 )
· z − 1

z + 1
=

z + 2

z + 1
2

と求まる．上式に z = ejΩ を代入することにより，周波数特性は

HS(Ω) =
ejΩ + 2

ejΩ + 1
2

= 2ejΩ
e−jΩ + 1

2

ejΩ + 1
2

となる．ここで，
∣∣ejΩ∣∣ = 1および

∣∣ejΩ + 1
2

∣∣ = ∣∣e−jΩ + 1
2

∣∣より，ゲインは
|HS(Ω)| = 2

∣∣ejΩ∣∣ ∣∣e−jΩ + 1
2

∣∣∣∣ejΩ + 1
2

∣∣ = 2

となり，Ωによらず（すなわち全ての周波数にわたって）一定値をとる．

(2) (i) x[n]と y[n]は入出力差分方程式

y[n] = x[n− 1]− cx[n− 2] + (a+ b)y[n− 1]− aby[n− 2]

により関係づけられる．Z[x[n]] = X(z), Z[y[n]] = Y (z)として上式の両辺を z変換し，さらに移項し

て整理すると (
1− (a+ b)z−1 + abz−2

)
Y (z) =

(
z−1 − cz−2

)
X(z)

となり，従って伝達関数は

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z−1 − cz−2

1− (a+ b)z−1 + abz−2
=

z−1(1− cz−1)

(1− az−1)(1− bz−1)
=

z − c
(z − a)(z − b)

と求まる（このフィルタは因果的であるので，ROCは |z| > max(|a|, |b|)）．

(ii) 問い (i)のH(z)は

H(z) =
a− c
a− b

· 1

z − a
+
b− c
b− a

· 1

z − b
=

a− c
a(a− b)

(
1

1− az−1
− 1

)
+

b− c
b(b− a)

(
1

1− bz−1
− 1

)
と表せる．このH(z)を逆 z変換することにより，インパルス応答は

h[n] = Z−1[H(z)] =
a− c

a(a− b)
(anu[n]− δ[n]) + b− c

b(b− a)
(bnu[n]− δ[n])

=
a− c
a− b

an−1u[n− 1] +
b− c
b− a

bn−1u[n− 1]

と求まる．上式より，limn→∞ h[n] = 0となるのは明らかに |a| < 1かつ |b| < 1のとき．
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(iii) まず，wa[n] = an−1u[n− 1] ∗ ejΩnu[n]について考える．

wa[n] =
∞∑

k=−∞

an−k−1u[n− k − 1]ejΩku[k] = an−1
∞∑
k=0

a−ku[n− 1− k]ejΩk

より，n ≤ 0のとき wa[n] = 0である．一方，n ≥ 1のとき，

wa[n] = an−1
n−1∑
k=0

(
a−1ejΩ

)k
= an−1 1−

(
a−1ejΩ

)n
1− a−1ejΩ

=
an−1 − a−1ejΩn

1− a−1ejΩ
=

an − ejΩn

a− ejΩ

である．以上をまとめると

wa[n] =
an − ejΩn

a− ejΩ
u[n]

と書ける．ここで，問い (ii)で求めた h[n]を用いて y[n] = h[n] ∗ x[n] = h[n] ∗ ejΩnu[n]と表せるので，

y[n] =
a− c
a− b

wa[n] +
b− c
b− a

wb[n] =

(
a− c
a− b

· a
n − ejΩn

a− ejΩ
+
b− c
b− a

· b
n − ejΩn

b− ejΩ

)
u[n]

となる．ところで，問い (ii)の条件が成り立つとき，十分時間が経過すれば（すなわちn→∞），an → 0

かつ bn → 0である．そのとき，

y[n] →
(
a− c
a− b

· −e
jΩn

a− ejΩ
+
b− c
b− a

· −e
jΩn

b− ejΩ

)
u[n]

=

(
a− c
a− b

· −1
a− ejΩ

+
b− c
b− a

· −1
b− ejΩ

)
ejΩnu[n]

=

(
a− c
a− b

· 1

ejΩ − a
+
b− c
b− a

· 1

ejΩ − b

)
x[n]

であるが，問い (i)のH(z)に z = ejΩ を代入すると

H(ejΩ) =
a− c
a− b

· 1

ejΩ − a
+
b− c
b− a

· 1

ejΩ − b

となるので，結局 y[n]→ H(ejΩ)x[n]が導かれる．

(3) (i) このフィルタを表す入出力差分方程式は

y[n] = b3x[n] + b2x[n− 1] + b1x[n− 2] + b0x[n− 3]− a2y[n− 1]− a1y[n− 2]− a0y[n− 3]

であり，上式の両辺を z変換して整理することにより

(1 + a2z
−1 + a1z

−2 + a0z
−3)Y (z) = (b3 + b2z

−1 + b1z
−2 + b0z

−3)X(z)

を得る．これより

Y (z) =
b3 + b2z

−1 + b1z
−2 + b0z

−3

1 + a2z−1 + a1z−2 + a0z−3
X(z) =

b3z
3 + b2z

2 + b1z + b0
z3 + a2z2 + a1z + a0

X(z)

であり，したがって，伝達関数は

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

b3z
3 + b2z

2 + b1z + b0
z3 + a2z2 + a1z + a0

となる．

(ii) FIRフィルタの条件は，伝達関数が z−1の多項式（項の数は有限）で表現できることである．従って，

a2 = a1 = a0 = 0のとき，S は FIRフィルタとなる．
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(iii) 問題文の条件においては，

H(z) =
z3 + z2 + z

z3 + 2z2 + 2z
=

z2 + z + 1

z2 + 2z + 2
=

z2 + z + 1

(z + 1)2 + 1

であり，分母の根は (z+1)2 = −1の解，すなわち z = −1± jとなる．これは何れも単位円の外側に
位置するため（| − 1± j| =

√
2 > 1），BIBO安定とはならない．

(iv) 問題文の条件においては，

H(z) =
3z3 − z2 − z

z3 − 1
2z

2 − z + 1
2

=
z(3z2 − z − 1)

(z − 1)(z + 1)
(
z − 1

2

) =
3− z−1 − z−2

(1− z−1)(1 + z−1)
(
1− 1

2z
−1
)

である．上式は，

H(z) =
A

1− z−1
+

B

1 + z−1
+

C

1− 1
2z

−1

のように部分分数展開でき，A, B, C は留数定理よりA = B = C = 1と求まる．ここで，Sは因果的

でありH(z)の ROCは |z| > 1となる点に注意してH(z)を逆 z変換することにより，

h[n] = Z−1[H(z)] = 1nu[n] + (−1)nu[n] +
(
1

2

)n

u[n] =

{
1 + (−1)n +

(
1

2

)n}
u[n]

(v) 問題文の条件においては，

H(z) =
z3 + 3

2z
2 − 1

2

z3 − 1
2z

2
=

(z + 1)
(
z2 + 1

2z −
1
2

)
z2
(
z − 1

2

) =
(z + 1)(z + 1)

(
z − 1

2

)
z2
(
z − 1

2

) =
(
1 + z−1

)2
である．上式に z = ejΩ を代入することにより，S の周波数特性は

H(Ω) =
(
1 + e−jΩ

)2
=

(
2
ej

Ω
2 + e−j Ω

2

2
e−j Ω

2

)2

= 4 cos2
(
Ω

2

)
ej(−Ω)

と求まる．したがって，

|H(Ω)| = 4 cos2
(
Ω

2

)
, ∠H(Ω) = −Ω

である．これを図示すると下図のようになる．

(4) (i) S を表す入出力方程式は

y[n] =
2

a
x[n] +

(
a+

1

a

)
y[n− 1]− y[n− 2]

であり，この両辺を z変換して整理することにより，伝達関数は

H(z) =
2
a

1−
(
a+ 1

a

)
z−1 + z−2

=
2
az

2

z2 −
(
a+ 1

a

)
z + 1

=
2
az

2

(z − a)(z − 1
a )

と求まる．
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(ii) 問い (i)の結果より，極は z = a, 1
a の二つ．|a|と

∣∣ 1
a

∣∣を同時に 1未満にする定数 aは存在しない（ど

ちらか一方は必ず単位円上またはその外側に位置する）ので，S は BIBO安定ではない．

(iii) z変換の定義式に従って，

X(z) =
∞∑

n=−∞
x[n]z−n = z−0 +

∞∑
n=1

(−2)z−n = 1− 2
z−1

1− z−1
=

z − 1

z − 1
− 2

1

z − 1
=

z − 3

z − 1

と求まる．ROCは |z| > 1．

(iv) y[n]の z変換を Y (z)とすると，Y (z) = H(z)X(z)であるので，a = 3のとき，

Y (z) =
2

3

z2

(z − 3)
(
z − 1

3

) z − 3

z − 1
=

2

3

1(
1− 1

3z
−1
)
(1− z−1)

= −1

3

1

1− 1
3z

−1
+

1

1− z−1

となる．X(z)の ROCが |z| > 1，H(z)の ROCが |z| > 3であることから，Y (z)の ROCは縁領域の

外側，すなわち |z| > 1でなければならないことに注意して，上式を逆 z変換することにより，

y[n] = −1

3

(
1

3

)n

u[n] + u[n] =

{
1−

(
1

3

)n+1
}
u[n]

を得る．

(5) (i) H(z) = Y (z)
X(z) より，

Y (z)

X(z)
=

z2 + b1z + b0
z2 + a1z + a0

⇐⇒ Y (z){1 + a1z
−1 + a0z

−2} = X(z){1 + b1z
−1 + b0z

−2}

である．上式を整理すると，

Y (z) = X(z) + b1X(z)z−1 + b0X(z)z−2 − a1Y (z)z−1 − a0Y (z)z−2

となり，この両辺を逆 z変換することにより

y[n] = x[n] + b1x[n− 1] + b0x[n− 2]− a1y[n− 1]− a0y[n− 2]

を得る．これを図示すると次の通り．

(ii) a1 = b1 = 0のとき，

H(z) =
z2 + b0
z2 + a0

であり，a0 ̸= b0であることから，上式の分子と分母は共通因数を持たないため，零点は z = ±j
√
b0，極

は z = ±j√a0となる．SがBIBOとなるためには，極が全て単位円内に存在すれば良いため，|a0| < 1

がその条件となる．
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(iii) 問題文の条件においては，

H(z) =
z2

z2 − 4
3z +

1
3

=
1

1− 4
3z

−1 + 1
3z

−2
=

1(
1− 1

3z
−1
)
(1− z−1)

となる．上式を部分分数展開すると

H(z) = −1

2

1

1− 1
3z

−1
+

3

2

1

1− z−1

となる．S が因果的であることからH(z)の ROCは縁領域の外側（|z| > 1）とならなければならない

点に注意して，上式を逆 z変換することにより，

h[n] = −1

2

(
1

3

)n

u[n] +
3

2
u[n] =

3

2

{
1−

(
1

3

)n+1
}
u[n]

を得る．

(iv) 問題文の条件においては，

H(z) =
z2 + z

z2
= 1 + z−1

となる．上式に z = ejΩ を代入することにより，周波数応答は

H(Ω) = 1 + e−jΩ = 2
ej

Ω
2 + e−j Ω

2

2
e−j Ω

2 = 2 cos

(
Ω

2

)
ej(−

Ω
2 )

と求まる．したがって，

|H(Ω)| = 2 cos

(
Ω

2

)
, ∠H(Ω) = −Ω

2

である．これを図示すると下図のようになる．

(6) (i) S1 の入出力差分方程式は

y[n] = 2a2x[n] + ax[n− 1] +
1

2
x[n− 2] +

1

2
ay[n− 1] +

1

2
a2y[n− 2]

と表される．上式の両辺を z変換して整理すると{
2− az−1 − a2z−2

}
Y (z) =

{
4a2 + 2az−1 + z−2

}
X(z)

となる．従って，

H1(z) =
Y (z)

X(z)
=

4a2 + 2az−1 + z−2

2− az−1 − a2z−2
=

4a2z2 + 2az + 1

2z2 − az − a2
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(ii) H1(z)は zの有理関数であるから，その極は分母 2z2 − az − a2 の根として求められる．

2z2 − az − a2 = (2z + a)(z − a)

と因数分解できるので，2z2 − az − a2 = 0の解は z = a, − 1
2aとなる．従って，H1(z)の極は

z = a, −1

2
a

である．一方，零点は，分子 4a2z2 + 2az + 1の根として求められる．4a2z2 + 2az + 1 = 0とおくと，

その解は

z =
−a±

√
(−a)2 − 4a2 · 1
4a2

=
−a±

√
3aj

4a2
=
−1±

√
3j

4a

と求まる（∵ a > 0）．すなわち，H1(z)の零点は

z =
−1±

√
3j

4a

である．これらの極・零点を図示すると下図のようになる．

(iii) 入力 x[n]を S1 に通した後の出力を y[n]，それを更に S2 に通した後の最終出力を w[n]とする．また，

x[n], y[n], w[n]の z変換をそれぞれX(z), Y (z), W (z)とする．伝達関数の定義式から，

H1(z) =
Y (z)

X(z)
⇐⇒ H1(z)X(z) = Y (z) (15)

H2(z) =
W (z)

Y (z)
⇐⇒ H2(z)Y (z) = W (z) (16)

が得られる．式 (15)を式 (16)に代入することで次式を得る．

H2(z)H1(z)X(z) = W (z)

ここで，S2 は S1 の逆システムであるので，w[n] = x[n]であり，従ってW (z) = X(z)が成り立つ．

よって，

H2(z)H1(z)X(z) = W (z) ⇐⇒ H2(z)H1(z)X(z) = X(z)

⇐⇒ H2(z)H1(z) = 1

⇐⇒ H2(z) =
1

H1(z)

となる．以上より，H2(z)はH1(z)の逆数となることが示された．
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(iv) 問い (iii)の結果から，H2(z)の極はH1(z)の零点に一致する．ここで，因果的な線形時不変システム

が BIBO安定であることの必要十分条件は，伝達関数の全ての極が複素平面上で単位円内部に存在す

ることである．従って，問い (ii)で求めた極と零点が全て単位円の内側に存在するための条件を考えれ

ばよい．H1 について，その極 z = a, − 1
2aが単位円内部に存在するための条件は

|a| < 1 かつ

∣∣∣∣−1

2
a

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ a < 1 かつ a < 2 (∵ a > 0)

⇐⇒ 0 < a < 1 (17)

である．一方，H2 について，その極 z = −1±
√
3j

4a が単位円内部に存在するための条件は∣∣∣∣∣−1±
√
3j

4a

∣∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒

√√√√( 1

4a

)2

+

(√
3

4a

)2

< 1

⇐⇒ 1

2a
< 1 (∵ a > 0)

⇐⇒ 1

2
< a (18)

である．式 (17)(18)より，S1 と S2 が共に BIBO安定となるための条件は

1

2
< a < 1

となる．

(7) (i) まず SM について，入力信号 x[n]および出力信号 y[n]の z変換をそれぞれX(z), Y (z)とおくと，所

与の入出力差分方程式の両辺を z変換することにより

Y (z) =
1

2

(
X(z) +X(z)z−1

)
=

1 + z−1

2
X(z)

を得る．上式より，伝達関数HM (z)は

HM (z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + z−1

2

となり，これに z = ejΩ を代入して絶対値をとることにより振幅特性 |HM (Ω)|は

|HM (Ω)| =

∣∣∣∣1 + e−jΩ

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ej
Ω
2 + e−j Ω

2

2

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣e−j Ω
2

∣∣∣ =

∣∣∣∣cos(Ω

2

)∣∣∣∣
と求まる．これは 0 ≤ Ω ≤ πの範囲では単調減少であるため，高周波域ほど減衰しやすいことが分か

る．従って，SM は低周波成分を残し高周波成分のみを低減するのに適したフィルタ，すなわちローパ

スフィルタであると言える．

SD についても，同様に入出力差分方程式の両辺を z変換することにより

Y (z) =
1

2

(
X(z)−X(z)z−1

)
=

1− z−1

2
X(z)

を得る．上式より伝達関数HD(z)は

HD(z) =
Y (z)

X(z)
=

1− z−1

2

となり，これに z = ejΩ を代入して絶対値をとることにより振幅特性 |HD(Ω)|は

|HD(Ω)| =

∣∣∣∣1− e−jΩ

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ej
Ω
2 − e−j Ω

2

2j

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣je−j Ω
2

∣∣∣ =

∣∣∣∣sin(Ω

2

)∣∣∣∣
と求まる．これは 0 ≤ Ω ≤ πの範囲では単調増加であるため，低周波域ほど減衰しやすいことが分か

る．従って，SD は高周波成分を残し低周波成分のみを低減するのに適したフィルタ，すなわちハイパ

スフィルタであると言える．
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(ii) 複数のフィルタを縦続接続した場合，全体の伝達関数は個々のフィルタの伝達関数の積で表される．従っ

て，S の伝達関数をH(z)とすると，

H(z) = 2HM (z)HD(z) = 2 · 1 + z−1

2
· 1− z

−1

2
=

1− z−2

2

となる．上式より，S の入出力関係は z領域において

Y (z) =
1− z−2

2
X(z) =

1

2

(
X(z)−X(z)z−2

)
と表され，この両辺を逆 z変換することにより，時間領域における式は

y[n] =
1

2
(x[n]− x[n− 2])

と求まる．これをブロックダイアグラムで表現すると下図のようになる．

(iii) 問い (ii)で求めたH(z)に z = ejΩ を代入することにより，Lの周波数応答は

H(Ω) =
1− e−2jΩ

2
=

ejΩ − e−jΩ

2j
je−jΩ = sin(Ω)ej(

π
2 −Ω)

と求まる．従って，振幅特性は

|H(Ω)| = | sin(Ω)|

となり，位相特性は

∠H(Ω) =
π

2
− Ω

となる．これらを図示すると次のようになる．

(a) 振幅特性 (b) 位相特性

上図 (a)より，S は Ω = π
2 付近の中周波成分をほぼそのまま通過させ，Ω = 0付近の低周波成分と

Ω = π付近の高周波成分はともに減衰させるフィルタとして機能することが分かる．これに類するフィ

ルタは，例えば画像処理においてノイズ（高周波成分）を低減しつつエッジ（中～高周波成分）を抽出

したい場合などに使用される．
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(8) まず，所与のHd(Ω)を逆離散時間フーリエ変換 (IDTFT)することにより，これに対応するインパルス応答

hd[n]を得る．IDTFTの定義式より

hd[n] =
1

2π

∫ Ωc

−Ωc

e−jΩ(M−1
2 )ejΩndΩ =

1

2π

∫ Ωc

−Ωc

ejΩ(n−
M−1

2 )dΩ

であるので，M：奇数かつ n = M−1
2 のとき hd[n] =

Ωc

π であり，それ以外のとき（n ̸=
M−1

2 のとき）

hd[n] =

sinΩc

(
n− M − 1

2

)
π

(
n− M − 1

2

)
となる．上式の n → M−1

2 における極限値は Ωc

π なので，以下，便宜上 n = M−1
2 の場合もまとめて上式で

表すことにする．上記の hd[n]は n = M−1
2 について対称であるが，明らかに因果性がなく，無限時間継続

する．そこで，これに長さM の方形窓を乗ずることにより，フィルタ長M の FIRフィルタ

h[n] =

sinΩc

(
n− M − 1

2

)
π

(
n− M − 1

2

) (
0 ≤ n ≤M − 1

)
(19)

を得る．

第11章 演習問題 解答

(1) UUT の k行 l列成分は

(UUT )kl =
CkCl

2

N−1∑
n=0

{
cos

(k − l)(2n+ 1)π

2N
+ cos

(k + l)(2n+ 1)π

2N

}

と書ける．ここで，p = k − lまたは p = k + lとおき，

Ap =
N−1∑
n=0

cos
p(2n+ 1)π

2N

について考える（0 ≤ k, l < N より −2N < p < 2N）．虚数単位を j として

cos
p(2n+ 1)π

2N
=

1

2

(
ej

p(2n+1)π
2N + e−j

p(2n+1)π
2N

)
=

1

2

(
ej

pπ
2N ej

pnπ
N + e−j pπ

2N e−j pnπ
N

)
であるので，

Sp =
N−1∑
n=0

ej
pnπ
N , Tp =

N−1∑
n=0

e−j pnπ
N

とおくことにより

Ap =
1

2

(
ej

pπ
2N Sp + e−j pπ

2N Tp

)
と表せる．p ̸= 0のとき，

Sp =
N−1∑
n=0

ej
pnπ
N =

1− ejpπ

1− ej pπ
N

=

{
0 (p : 偶数)

2

1−ej
pπ
N

(p : 奇数)

であり，同様に

Tp =

{
0 (p : 偶数)

2

1−e−j
pπ
N

(p : 奇数)

であるので，pが偶数なら Ap = 0である．また，pが奇数であっても

Ap =
ej

pπ
2N

1− ej pπ
N

+
e−j pπ

2N

1− e−j pπ
N

=
1

e−j pπ
2N − ej pπ

2N

+
1

ej
pπ
2N − e−j pπ

2N

= 0
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となり，結局 p ̸= 0のとき Ap = 0が導かれる．一方，p = 0のとき，明らかに Ap = A0 = N である．以上

より，k ̸= lにおいては k − l ̸= 0かつ k + l ̸= 0であるため（0 ≤ k, l < N であることに注意），

(UUT )kl =
CkCl

2
(Ak−l +Ak+l) = 0

であることが分かる．次に k = l ̸= 0のとき，k − l = 0かつ k + l ̸= 0であるため，

(UUT )kl =
CkCl

2
(Ak−l +Ak+l) =

1

2
CkClA0 =

1

2

(√
2

N

)2

N = 1

である．最後に k = l = 0のとき，k − l = k + l = 0であるため，

(UUT )kl =
CkCl

2
(Ak−l +Ak+l) = C2

0A0 =

(√
1

N

)2

N = 1

となる．以上より，U は直交行列であることが示された．

(2) m, n, k, lを整数として，ψm,n(t) = 2
m
2 ψ(2mt − n)と ψk,l(t) = 2

k
2ψ(2kt − l)の内積を考える．一般性を

失うことなくm ≥ kを仮定できる．また，ハール関数は実関数であり ψ(t) = ψ(t)である．以上より，

＜ψm,n(t), ψk,l(t)＞ = 2
m+k

2

∫ ∞

−∞
ψ(2mt− n)ψ(2kt− l)dt

= 2
m+k

2

∫ ∞

−∞
ψ(2m−k(2kt− l) + 2m−kl − n)ψ(2kt− l)dt

= 2
m+k

2

∫ ∞

−∞
ψ(2m−kτ + 2m−kl − n)ψ(τ)2−kdτ

= 2
m−k

2

∫ ∞

−∞
ψ(pτ + q)ψ(τ)dτ

=
√
p

{∫ 1
2

0

ψ(pτ + q)dτ −
∫ 1

1
2

ψ(pτ + q)dτ

}
△
= S(p, q)

と計算できる．但し，τ = 2kt− lとして変数変換し，さらに p = 2m−k, q = 2m−kl − nとおいた．このと
き，m ≥ kより，p, qは共に整数，かつ pは 1以上である．ここで，改めて t = pτ + qとおきなおして変数

を変換すると，

S(p, q) =

√
p

p

{∫ q+ p
2

q

ψ(t)dt−
∫ q+p

q+ p
2

ψ(t)dt

}
であるが，p, qが共に整数であることに注意すると，p ≥ 2においては，q, q + p

2 , p+ qは何れも整数とな

る．従ってこのとき，(a) 1 ≤ q，(b) q ≤ 0 < 1 ≤ q + p
2，(c) q + p

2 ≤ 0 < 1 ≤ q + p，(d) q + p ≤ 0 の 4通

りしかあり得ない．(a)または (d)の場合，明らかに S(p, q) = 0である．(b)の場合，

S(p, q) =

√
p

p

∫ 1

0

ψ(t)dt =

√
p

p

{∫ 1
2

0

dt−
∫ 1

1
2

dt

}
= 0

であり，(c)の場合も同様に

S(p, q) = −
√
p

p

∫ 1

0

ψ(t)dt = 0

である．以上より，p ≥ 2，すなわちm ̸= kにおいては常に S(p, q) = 0である．よって，以降では，m = k

すなわち p = 1の場合を考える．このとき，q = l − nであり，また，

S(p, q) = S(1, q) =

∫ q+ 1
2

q

ψ(t)dt−
∫ q+1

q+ 1
2

ψ(t)dt

である．再度，qが整数であることに注意すると，q ̸= 0すなわち l ̸= nにおいては，明らかに S(1, q) = 0

である．そこで最後に，q = 0すなわち l = nの場合を考える．この場合は

S(1, q) = S(1, 0) =

∫ 1
2

0

ψ(t)dt−
∫ 1

1
2

ψ(t)dt =

∫ 1
2

0

dt+

∫ 1

1
2

dt =
1

2
+

1

2
= 1
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と計算できる．以上より，内積＜ψm,n(t), ψk,l(t)＞はm = kかつ n = lのときのみ 1，それ以外のときは

0であることが分かり，正規直交系をなすことが示された．

第12章 演習問題 解答

(1) 線画やイラストの背景部と前景部の境界部分（エッジ部分）は空間周波数が高いと考えられる．DCTベー

スの JPEGで圧縮率を上げるとエッジ部分にモスキートノイズが発生する．

(2) DFTは有限の信号定義区間（2次元の画像領域）を周期として無限区間に展開した信号をフーリエ変換する

のであるが，区間の接続部分で不連続部分が生じる．一方，DCTは，信号定義区間を上下左右の鏡像画像

を周期的に展開したものをフーリエ変換するものと解釈できる．DFTでは，もとの画像にはない不連続部

分に起因する高周波成分が発生し，低周波成分への集中が DCTより少なくなる．従って，風景画像に対す

る圧縮率は DFTの方が悪くなると考えられる．

(3) 圧縮方式に関しては，大差ない．MPEG-4では，音声，動画のデータに対してオブジェクト符号化の考え方

を導入した点がMPEG-2と異なる．

第13章 演習問題 解答

(1) 入力層，中間層（1層目の出力），出力層（2層目の出力）のパーセプトロンの値をそれぞれ x[n], ξ[n], y[n]

とおく．1層目，2層目ともに S = 1かつ P = K−1
2 1を満たすので（K, P, S はカーネルサイズ，パディ

ングサイズ，ストライド），パーセプトロン数は全ての層で同一である．これを N とおき，n < 0または

n ≤ N のとき x[n] = ξ[n] = y[n] = 0と考える．また，1層目，2層目のカーネルをそれぞれ ĥ1[n], ĥ2[n]と

おく．これらのカーネルサイズは各々2k + 1, 2l + 1であるので，

ĥ1[n]

{
̸= 0 (−k ≤ n ≤ k)
= 0 (otherwise)

, ĥ2[n]

{
̸= 0 (−l ≤ n ≤ l)
= 0 (otherwise)

である．活性化関数を適用しない条件下では，

ξ[n] =
k∑

i=−k

ĥ1[i]x[n− i] = ĥ1[n] ∗ x[n]

かつ

y[n] =
l∑

m=−l

ĥ2[m]ξ[n−m] = ĥ2[n] ∗ ξ[n]

であるので，畳込みの結合側より，

y[n] = ĥ2[n] ∗ (ĥ1[n] ∗ x[n]) = (ĥ2[n] ∗ ĥ1[n]) ∗ x[n]

が成り立つ．ここで ĥ[n] = ĥ2[n] ∗ ĥ1[n]とおくと，

y[n] = ĥ[n] ∗ x[n] =
k+l∑

i=−k−l

[̂h][i]x[n− i]

となる．これは，ĥ[n]をカーネルとする単一の畳込み層（カーネルサイズ 2k + 2l + 1，パディングサイズ

k + l，ストライド 1）を適用することと等価である．
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(2) (i) 次の通り．

L =



1 −1 0 0 · · · 0 0 0

−1 2 −1 0 · · · 0 0 0

0 −1 2 −1 · · · 0 0 0

0 0 −1 2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 · · · 2 −1 0

0 0 0 0 · · · −1 2 −1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1


(ii) yの i次元目を y(νi)とする．まず i = 1のとき，

y(ν1) = x(ν1)− x(ν2) = cos

(
kπ

2N

)
− cos

(
3kπ

2N

)
= −2 sin

(
1

2
· kπ + 3kπ

2N

)
sin

(
1

2
· kπ − 3kπ

2N

)
= −2 sin

(
kπ

N

)
sin

(
−kπ
2N

)
= 4 sin

(
kπ

2N

)
cos

(
kπ

2N

)
sin

(
kπ

2N

)
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
cos

(
kπ

2N

)
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
x(ν1)

となる．次に，i = N のとき，

y(νN ) = x(νN )− x(νN−1) = cos

(
(2N − 1)kπ

2N

)
− cos

(
(2N − 3)kπ

2N

)
= −2 sin

(
(2N − 2)kπ

2N

)
sin

(
kπ

2N

)
= −2 sin

(
kπ − kπ

N

)
sin

(
kπ

2N

)
= −2(−1)k sin

(
−kπ
N

)
sin

(
kπ

2N

)
= −4(−1)k sin

(
− kπ
2N

)
cos

(
− kπ
2N

)
sin

(
kπ

2N

)
= 4(−1)k cos

(
− kπ
2N

)
sin2

(
kπ

2N

)
= 4 cos

(
kπ − kπ

2N

)
sin2

(
kπ

2N

)
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
cos

(
(2N − 1)kπ

2N

)
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
x(νN )
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となる．最後に，2 ≤ i < N のとき，

y(νi) = −x(νi−1) + 2x(νi)− x(νi+1)

= {x(νi)− x(νi−1)} − {x(νi+1)− x(νi)}

=

{
cos

(
(2i− 1)kπ

2N

)
− cos

(
(2i− 3)kπ

2N

)}
−
{
cos

(
(2i+ 1)kπ

2N

)
− cos

(
(2i− 1)kπ

2N

)}
=

{
−2 sin

(
(i− 1)kπ

N

)
sin

(
kπ

2N

)}
−
{
−2 sin

(
ikπ

N

)
sin

(
kπ

2N

)}
= 2 sin

(
kπ

2N

){
sin

(
ikπ

N

)
− sin

(
(i− 1)kπ

N

)}
= 2 sin

(
kπ

2N

){
2 cos

(
1

2
· ikπ + (i− 1)kπ

N

)
sin

(
1

2
· ikπ − (i− 1)kπ

N

)}
= 2 sin

(
kπ

2N

){
2 cos

(
(2i− 1)kπ

2N

)
sin

(
kπ

2N

)}
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
cos

(
(2i− 1)kπ

2N

)
= 4 sin2

(
kπ

2N

)
x(νi)

となる．以上をまとめると

y = 4 sin2
(
kπ

2N

)
x

である．

(iii) 問い (ii)において k = 0, 1, 2, · · · , N − 1のときの xを改めて x1, x2, x3, · · · , xN とおくと，問い

(ii)の結果は，1 ≤ k ≤ N なる任意の kについて

Lxk = 4 sin2
(
(k − 1)π

2N

)
xk

であることを意味している，すなわち，4 sin2
(

(k−1)π
2N

)
は L の固有値であり，xk はそれに属する固

有ベクトルである．ここで，1 ≤ k ≤ N においては 4 sin2
(

(k−1)π
2N

)
は単調増加であることから λk =

4 sin2
(

(k−1)π
2N

)
であり，故に xk ≈ γk である．従って，G の GFT行列 Γは

Γ = (γ1 · · · γN )
T

= (C1x1 · · · CNxN )
T

となる．上式において Ck は ||Ckxk|| = 1を担保するための正規化係数であり，詳細な計算は省略する

が，C1 =
√

1
N，Ck =

√
2
N (k = 2, 3, · · · , N)を満たす．また，Γの i行 k列成分は Ckxk の i次元目，

すなわち

Ck cos

(
(2i− 1)(k − 1)π

2N

)
である．これは，インデックス変数 i, kの値の範囲（0-based indexか 1-based indexか）の範囲を考慮

すれば，確かに DCT行列と一致していることが分かる．

(3) G の GFT行列を Γ = (γ1 · · · γN )とおく．ここで，γk は Lの固有値 λk に属する固有ベクトルである

（k = 1, · · · , N）．また，λ = (λ1 · · · λN )T とおく．Lは，Γおよび λを用いて

L = Γ diag(λ) ΓT =
N∑

k=1

λkγkγ
T
k

と表すことができ，更に，Γが直交行列（ΓTΓ = I）であることから，自然数 lに対し一般に

Ll = {Γ diag(λ) ΓT }l = Γ {diag(λ)}l ΓT =
N∑

k=1

λlkγkγ
T
k
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となる．以上を踏まえて，フィルタリングの信号 yについて考える．yは

y =
N∑

k=1

Hkγkγ
T
k x

と表せるが，上式に問題文の（多項式型の）Hk を代入することにより，

y =
N∑

k=1

[
m∑
l=0

alλ
l
k

]
γkγ

T
k x =

m∑
l=0

al

[
N∑

k=1

λlkγkγ
T
k

]
x =

m∑
l=0

alLlx

を得る．
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