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第1章 章末問題解答

＜問題 1-1＞　次の度数法で表された角度を弧度法に直し，弧度法で表された角

度を度数法に直しなさい．

(1) 45◦ (2) 330◦ (3) 7
6π [rad] (4) 5 [rad]

＜解答＞

(1) 45× π

180
=

π

4
[rad]

(2) 330× π

180
=

11
6

π [rad]

(3)
7
6
π × 180

π
= 210◦

(4) 5× 180
π

=
900
π

◦

＜問題 1-2＞　 0 ≤ θ ≤ 2πとするとき，次式を満たす θの値をそれぞれ求めな

さい．

(1) sin θ =
√

3
2

(2) cos θ = 0 (3) tan θ = −
√

3

＜解答＞

(1) 図 1・1より，sin θ =
√

3/2となるのは，単位円上において，60◦, 120◦ であ

るため，弧度法により表せば，θ = π/3, 2π/3 となります．

(2)余弦の値は単位円上において，x座標の値と対応しているため，cos θ = 0を

満たす点は，y軸上にあります．すなわち，θ = π/2, 3π/2となります．



2 第 1 章 章 末 問 題 解 答

図 1・1 問題 1-2

(3) (1) と同様に図 1・1 より，tan θ = −√3 となるのは，単位円上において，

120◦, 300◦ であるため，弧度法により，θ = 2π/3, 5π/3と表されます．

＜問題 1-3＞　次の方程式を解きなさい．ただし，0 ≤ θ ≤ 2πとする．

(1) cos 2θ + sin
(
θ − π

2

)
= 0 (2)

2 sin 2θ + 2
cos 2θ + 1

= 0

＜解答＞

(1) 2倍角の公式および π/2の変化に関する公式より，与式を以下のように変形

します．

cos2 θ − sin2 θ − cos θ = 0

2 cos2 θ − cos θ − 1 = 0

(2 cos θ + 1)(cos θ − 1) = 0

上式より，cos θ = −1/2, 1と求められます．cos θ = −1/2のとき，θ = 2π/3, 4π/3

となり，cos θ = 1のとき，θ = 0となります．

(2) 2倍角の公式より，与式を以下のように変形します．



3

4 cos θ sin θ + 2
cos2 θ − sin2 θ + 1

= 0

4 cos θ sin θ + 2
2 cos2 θ

= 0

2 tan θ +
1

cos2 θ
= 0

tan2 θ + 2 tan θ + 1 = 0

(tan θ + 1)2 = 0

上式より，tan θ = −1と求められます．したがって，θ = 3π/4, 7π/4となります．

＜問題 1-4＞　次の計算をしなさい．

(1)
9−2 · 25

(√
3
√

3
)−6 (2) 10

√
(122 + 52)5/2 (3) 12960.125

＜解答＞

(1)3−4 · 25 ·
(
3
√

3
)3

= 3−4 · 25 · 33 · 3
√

3

= 32
√

3

(2) 10
√

(132)5/2 = 132· 52 · 1
10

=
√

13

(3)(24 · 34)1/8 = (2 · 3)1/2

=
√

6

＜問題 1-5＞　次の方程式を解きなさい．

(1) 3
x
2 −

(√
27

)x

= 0 (2) log2(x− 3)− log4(2x− 6) = 1 (3) 3x = 2x+2

＜解答＞

(1) 与式を次のように変形します．
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3x/2 −
(√

33
)x

= 0

3x/2 −
(
3x/2

)3

= 0

ここで，3x/2 = X とおけば，上式は，

X −X3 = 0

X(1−X)(1 + X) = 0

となることから，X = 0,±1と求められます．X(= 3x/2) > 0であることから，

X = 0,−1は解の条件を満たさないため，3x/2 = 1となります．すなわち，x = 0

と求められます．

(2) 与式を次のように変形します．

log2(x− 3)− log2(2x− 6)
log2 4

= log2 2

log2(x− 3)− log2(2x− 6)1/2 = log2 2

log2

x− 3
(2x− 6)1/2

= log2 2

x− 3
(2x− 6)1/2

= 2

x− 3 = 2(2x− 6)1/2

さらに，上式の両辺を 2乗すると，

x2 − 6x + 9 = 4(2x− 6)

(x− 11)(x− 3) = 0

となり，x = 3, 11と求められます．ここで，真数は正であることから，x > 3と

なるため，x = 11が解となります．

(3) 両辺の対数をとることにより，
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loge 3x = loge 2x+2

x loge 3 = (x + 2) loge 2

x (loge 3− loge 2) = 2 loge 2

x =
2 loge 2

loge 3− loge 2

と求められます．

＜問題 1-6＞　次の関係式が成り立つことをそれぞれ確かめなさい．

(1) sin θ1 + sin θ2 = 2 sin
(

θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)

(2) sin θ1 − sin θ2 = 2 cos
(

θ1 + θ2

2

)
sin

(
θ1 − θ2

2

)

＜解答＞

(1) θ1+θ2
2 = α, θ1−θ2

2 = β とすれば，

右辺 = 2 sin α cos β

となります．加法定理により，上式は，

右辺 = sin(α + β) + sin(α− β)

= sin θ1 + sin θ2 = 左辺

となり，与式は成り立ちます．

(2) (1)と同様に θ1+θ2
2 = α, θ1−θ2

2 = β とすれば，

右辺 = 2 cos α sinβ

となります．加法定理により，上式は，

右辺 = sin(α + β)− sin(α− β)

= sin θ1 − sin θ2 = 左辺

となり，与式は成り立ちます．

＜問題 1-7＞　 (0.7)100 を計算した結果には，小数第何位に 0でない数が初め

て現れるか求めなさい．ただし，log10 7 = 0.8451とする．
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＜解答＞

(0.7)100 の常用対数をとれば，

log10

(
7
10

)100

= 100 log10

(
7
10

)

= 100 (log10 7− 1)

= 100 (0.8451− 1)

= −15.49

となります．したがって，

10−16 < (0.7)100 < 10−15

となるため，小数第 16位に 0以外の数が初めて現れます．
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第2章 章末問題解答

＜問題 2-1＞　以下の関数の導関数を求めなさい．

(1) f(x) = −x3 − 5x +
2
x2

(2) f(x) = 2xe−2x (3) f(x) =
cos x

x

(4) f(x) = loge

1
x
· loge x2 (5) f(x) = 3

√
2x2 − 3x (6) f(x) = tan ax

＜解答＞

(1) f ′(x) = −3x2 − 5− 4x−3

(2) f ′(x) = 2e−2x + 2x(e−2x)′

= 2e−2x (1− 2x)

(3) f ′(x) =
(cos x)′x− cos x(x)′

x2

= −x sinx + cos x

x2

(4) f ′(x) =
1

1/x

(
1
x

)′
· loge x2 + loge

1
x
· 1
x2
· 2x

= x · −1
x2

loge x2 +
2
x

loge

1
x

= − 2
x

loge x +
2
x

loge

1
x

= −4 loge x

x

(5) f ′(x) =
{(

2x2 − 3x
)1/3

}′

=
1
3
(4x− 3)

(
2x2 − 3x

)−2/3

(6) f ′(x) =
1

cos2 ax
· (ax)′ =

a

cos2 ax
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＜問題 2-2＞　以下の関数について，(1)(2)は 2階微分を求め，(3)は xに関す

る偏微分，(4)は yに関する偏微分をそれぞれ求めなさい．

(1) f(x) = cos2 x (2) f(x) = (loge x)2

(3) f(x, y) = tan
y

x
(4) f(x, y) =

(
xy2 + x2y

)2x

＜解答＞

(1) f ′(x) = 2 cos x(− sinx)

= − sin 2x

f ′′(x) = − cos 2x · (2x)′

= −2 cos 2x

(2) f ′(x) = 2 loge x · 1
x

=
2
x

loge x

f ′′(x) = −2x−2 loge x +
2
x
· 1
x

= −2x−2 (loge x− 1)

(3)fx =
1

cos2 y
x

(y

x

)′

=
1

cos2 y
x

(
− y

x2

)

= − y

x2 cos2 y
x

(4)fy = 2x
(
xy2 + x2y

)2x−1 (
xy2 + x2y

)′

= 2x
(
2xy + x2

) (
xy2 + x2y

)2x−1

= 2x2 (2y + x)
(
xy2 + x2y

)2x−1

＜問題 2-3＞　次の関数の不定積分をそれぞれ求めなさい．

(1)
∫

(x + 2)(x− 1)dx (2)
∫

x3 + 5x + 2
x + 1

dx (3)
∫

1
(x + 1)5

dx

(4)
∫

loge 3x dx (5)
∫

sin3 xdx (6)
∫

x

(a2 + x2)3/2
dx
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＜解答＞

(1) 被積分関数を展開することにより，
∫

(x2 + x− 2)dx =
1
3
x3 +

1
2
x2 − 2x + C

と得られます．

(2)被積分関数の分子を分母で割ると，商は x2 − x + 6，余りは −4となるので，

与式は，
∫

x3 + 5x + 2
x + 1

dx =
∫ (

x2 − x + 6− 4
x + 1

)
dx

と表されるため，
∫ (

x2 − x + 6− 4
x + 1

)
dx =

1
3
x3 − 1

2
x2 + 6x− 4 loge |x + 1|+ C

と与えられます．

(3) x + 1 = tとおけば，
∫

1
(x + 1)5

dx =
∫

t−5dt

= −1
4
t−4 + C

= − 1
4(x + 1)4

+ C

と求められます．

(4) 3x = tとおけば，dx = 1
3dtとなり，これを用いれば，与式は，

∫
loge 3x dx =

1
3

∫
loge tdt

と表されます．さらに，f ′(t) = 1, g(t) = loge tとして，部分積分法を用いれば，
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1
3

∫
t′ · loge tdt =

1
3

{
t loge t−

∫
t(loge t)′dt

}
+ C

=
1
3

(t loge t− t) + C

= x loge 3x− x + C

と求められます．

(5) 3倍角の公式 (例題 1-7)より，

sin3 θ =
3
4

sin θ − 1
4

sin 3θ

となることを用いれば，
∫

sin3 xdx =
∫ (

3
4

sinx− 1
4

sin 3x

)
dx

= −3
4

cos x− 1
4

∫
sin 3xdx + C

= −3
4

cos x− 1
4

∫
sin t

(
1
3
dt

)
+ C (t = 3xとする)

=
1
12

cos 3x− 3
4

cos x + C

と求められます．

(6) a2 + x2 = tとおけば，xdx = dt/2となります．この tを用いれば，
∫

x

(a2 + x2)3/2
dx =

∫
t−3/2 dt

2

= −2t−1/2 · 1
2

+ C

= −t−1/2 + C

= − 1√
a2 + x2

+ C

と得られます．

＜問題 2-4＞　次の関数の定積分をそれぞれ求めなさい．
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(1)
∫ 0

4

3ex(x2 − x)
e2x + 3ex

dx−
∫ 4

0

e2x(x2 − x)
ex(ex + 3)

dx (2)
∫ 3

3

(x− 3)3

x− 2
dx

(3)
∫ 0

π/3

cos2 x tanx dx (4)
∫ π/2

−π/4

| sin θ| dθ

＜解答＞

(1)
∫ 0

4

3ex(x2 − x)
e2x + 3ex

dx−
∫ 4

0

e2x(x2 − x)
e2x + 3ex

dx

= −
∫ 4

0

3ex(x2 − x)
e2x + 3ex

dx−
∫ 4

0

e2x(x2 − x)
e2x + 3ex

dx

= −
∫ 4

0

(e2x + 3ex)(x2 − x)
e2x + 3ex

dx

= −
[
1
3
x3 − 1

2
x2

]4

0

= −40
3

(2) 積分区間の上端と下端が等しいため，0となります．

(3)
∫ 0

π/3

cos2 x tanx dx =
∫ 0

π/3

cos x sinx dx

=
1
2

∫ 0

π/3

sin 2x dx

ここで，2x = tとおけば，dx = 1
2dtとなります．また，tの積分区間は，2

3π → 0

となります．このことから，

1
2

∫ 0

2π/3

sin t
dt

2
=

1
4

[− cos t]02π/3

=
1
4

(
−1− 1

2

)

= −3
8

と求められます．
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(4)
∫ π/2

−π/4

| sin θ| dθ =
∫ π/2

0

sin θ dθ +
∫ 0

−π/4

(− sin θ) dθ

= [− cos θ]π/2
0 + [cos θ]0−π/4

= {0− (−1)}+
(

1− 1√
2

)

= 2− 1√
2

＜問題 2-5＞　次の重積分をそれぞれ求めなさい．

(1)
∫ ∫

D

(x + y)2dxdy D = {(x, y)| − 1 ≤ x ≤ 1, 2 ≤ y ≤ 3}

(2)
∫ ∫

D

1dxdy D =
{

(x, y)|0 ≤ x ≤ y, y ≤
√

2− x2
}

＜解答＞

(1)被積分関数を展開し，x, yに関して積分すれば，
∫ 3

2

∫ 1

−1

(x + y)2dxdy =
∫ 3

2

∫ 1

−1

(
x2 + 2xy + y2

)
dxdy

=
∫ 3

2

[
1
3
x3 + x2y + xy2

]1

−1

dy

=
∫ 3

2

{(
1
3

+ y + y2

)
−

(
−1

3
+ y − y2

)}
dy

=
∫ 3

2

(
2y2 +

2
3

)
dy

=
[
2
3
y3 +

2
3
y

]3

2

=
40
3

と求められます．

(2)領域Dは，

y ≤
√

2− x2

x2 + y2 ≤ 2
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となることにより，半径
√

2の円の内部であり，かつ 0 ≤ x ≤ yであることから，

図 2・1の斜線部のような領域となります．ここで，円周と y = xの交点 Pは，

図 2・1 問題 2-5

x2 + y2 = 2, y = xを解くことにより，P(1, 1)となります．したがって，領域D

は，D =
{
(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ √

2− x2
}
と表すことができます．新たに

書き直された領域Dを用いれば，
∫ ∫

D

1 dxdy =
∫ 1

0

∫ √
2−x2

x

1 dydx

=
∫ 1

0

[y]
√

2−x2

x dx

=
∫ 1

0

√
2− x2dx−

∫ 1

0

xdx

となります．右辺第 1項の積分は，x =
√

2 sin θ とおけば，dx =
√

2 cos θ とな

り，また，xが 0 → 1のとき，θは，0 → π/4となることから，
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∫ 1

0

√
2− x2dx =

∫ π/4

0

√
2 cos θ(

√
2 cos θdθ)

=
∫ π/4

0

2 cos2 θdθ

=
∫ π/4

0

(cos 2θ + 1) dθ

=
[
sin 2θ

2
+ θ

]π/4

0

dθ

=
1
2

+
π

4
と求められます．また，右辺第 2項は，

∫ 1

0

xdx =
[
1
2
x2

]1

0

=
1
2

と求められます．以上により，
∫ 1

0

√
2− x2dx−

∫ 1

0

xdx =
π

4

と求められます．

＜問題 2-6＞　次の式で表される曲線の長さをそれぞれ求めなさい．

(1) (cos t, sin t + t) ; 0 ≤ t ≤ π (2)
(
−t,

1√
2
t2,

t3

3

)
; 0 ≤ t ≤ 1

＜解答＞

(1) x(t), y(t)をそれぞれ微分すると

x′(t) = − sin t, y′(t) = cos t + 1

となります．式 (2・105)を用いれば，曲線の長さ Lは，

L =
∫ π

0

√
(− sin t)2 + (cos t + 1)2dt

=
∫ π

0

√
2 (cos t + 1)dt

と表されます．ここで，半角の公式より，cos t = 2 cos2 t
2 − 1を用いれば，
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L =
∫ π

0

√
2 · 2 cos2

t

2
dt

= 2
∫ π

0

cos
t

2
dt

= 2
[
2 sin

t

2

]π

0

= 4
と求められます．

(2) (1)と同様に x(t), y(t), z(t)をそれぞれ微分すると

x′(t) = −1, y′(t) =
√

2t, z′(t) = t2

となります．式 (2・106)を用いれば，曲線の長さ Lは，

L =
∫ 1

0

√
(−1)2 +

(√
2t

)2

+ (t2)2dt

=
∫ 1

0

√
t4 + 2t2 + 1dt

=
∫ 1

0

√
(t2 + 1)2dt

=
∫ 1

0

(
t2 + 1

)
dt

=
[
t3

3
+ t

]1

0

=
4
3

と求められます．

＜問題 2-7＞　電界E の中で電荷 Qが受ける力 F は，F = QE と与えられ

る．いま，電界を表すベクトル関数が，(x, y/2 + 2x, 0)と与えられたとき，点電

荷 Q = 1を原点から点 (2,4,0)へ移動させるとするときの電界による仕事量W

をベクトル関数の線積分の式 (2 · 118)を用いて求めなさい．

＜解答＞

原点と点 (2,4,0)を結ぶ線分上における任意の点は，l(t) = (t, 2t, 0)と表される

ため，l′(t) = (1, 2, 0)と与えられます．また，電界ベクトルEは，原点と (2,4,0)
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を結ぶ線上は，y = 2xの関係にあるため，

E =
(

x,
2x

2
+ 2x, 0

)

= (x, 3x, 0)

= (t, 3t, 0)

と表されます．したがって，仕事量W は，

W =
∫ 2

0

E · l′(t)dt

=
∫ 2

0

(1 · t + 2 · 3t + 0 · 0) dt

=
∫ 2

0

7t dt

=
[
7
2
t2

]2

0

= 14

と与えられます．
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第3章 章末問題解答

＜問題 3-1＞　 2次正方行列，

A =

(
1 2

3 −1

)
, B =

(
2 1

0 −2

)
, C =

(
−2 0

0 −1

)

とするとき，以下の行列の計算をしなさい．

(1) A−B (2) (A + B)2 (3) A2 + 2AB + B2

(4) C5 (5) C(A− 2B) (6) (A− 2B)C

＜解答＞

(1) A−B =

(
1− 2 2− 1

3− 0 −1− (−2)

)

=

(
−1 1

3 1

)

(2) (A + B)2 =

{(
1 2

3 −1

)
+

(
2 1

0 −2

)}2

=

(
3 3

3 −3

)2

=

(
3 · 3 + 3 · 3 3 · 3 + 3 · (−3)

3 · 3 + (−3) · 3 3 · 3 + (−3) · (−3)

)
=

(
18 0

0 18

)
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(3) A2 + 2AB + B2 =

(
1 2

3 −1

)2

+ 2

(
1 2

3 −1

)(
2 1

0 −2

)
+

(
2 1

0 −2

)2

=

(
7 0

0 7

)
+ 2

(
2 −3

6 5

)
+

(
4 0

0 4

)

=

(
15 −6

12 21

)

(4) C5 =

(
(−2)5 0

0 (−1)5

)
=

(
−32 0

0 −1

)

(5) C(A− 2B) =

(
−2 0

0 −1

){(
1 2

3 −1

)
− 2

(
2 1

0 −2

)}

=

(
−2 0

0 −1

)(
−3 0

3 3

)

=

(
6 0

−3 −3

)

(6) (A− 2B)C =

{(
1 2

3 −1

)
− 2

(
2 1

0 −2

)}(
−2 0

0 −1

)

=

(
−3 0

3 3

)(
−2 0

0 −1

)

=

(
6 0

−6 −3

)

＜問題 3-2＞ 次の行列の計算をしなさい．　
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(1)

(
7 0 1 −1

0 2 −1 3

)(
1 6 0 −5

9 2 0 −1

)T

(2)

{(
3 5

1 2

)(
2 −5

−1 3

)}7

(3)








3 −1 2

5 1 4

2 −7 1


− 1

3




9 15 6

−3 3 −21

6 12 3




T 






7 −4 −14

−3 9 2

1 −8 −7




＜解答＞

(1)

(
7 0 1 −1

0 2 −1 3

)



1 9

6 2

0 0

−5 −1




=

(
7 · 1 + (−1) · (−5) 7 · 9 + (−1) · (−1)

2 · 6 + 3 · (−5) 2 · 2 + 3 · (−1)

)

=

(
12 64

−3 1

)

(2)

{(
3 5

1 2

)(
2 −5

−1 3

)}7

=

(
1 0

0 1

)7

=

(
1 0

0 1

)

(3)








3 −1 2

5 1 4

2 −7 1


− 1

3




9 −3 6

15 3 12

6 −21 3











7 −4 −14

−3 9 2

1 −8 −7




=








3 −1 2

5 1 4

2 −7 1


−




3 −1 2

5 1 4

2 −7 1











7 −4 −14

−3 9 2

1 −8 −7




=




0 0 0

0 0 0

0 0 0







7 −4 −14

−3 9 2

1 −8 −7


 =




0 0 0

0 0 0

0 0 0



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＜問題 3-3＞ 次の行列の行列式を求めなさい．　

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 3

3 2 0

−1 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 x

0 y z

z 0 y

∣∣∣∣∣∣∣∣
(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

b a + b a

c b + c b

c c 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

x y z

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 −2 0 0

6 −5 0 0

−9 −4 3 −1

−1 2 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

＜解答＞

(1) 5 · 2 · 2 + 3 · 3 · 4− {3 · 2 · (−1) + 2 · 3 · (−2)}
= 20 + 36− (−6− 12) = 74

(2) xy2 − xyz

(3) (a + b)bc + ac2 − {
ac(b + c) + b2c

}

= c
{
(a + b)b + ac− a(b + c)− b2

}

= 0

(4) yz2 + x2z + xy2 − (
x2y + y2z + xz2

)

= −yz(y − z) + xz(x− z)− xy(x− y)

= −yz(y − z) + x {−x(y − z) + (y + z)(y − z)}
= −yz(y − z) + x(y − z) (−x + y + z)

= −(y − z)
{
yz − x(y + z) + x2

}

= (x− y)(y − z)(z − x)

(5)

∣∣∣∣∣
7 −2

6 −5

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
3 −1

2 −4

∣∣∣∣∣ = (−35 + 12)(−12 + 2)

= −23 · (−10) = 230
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＜問題 3-4＞ 次の行列に対して，逆行列が存在するかどうかを調べ，存在する

場合には逆行列を求めなさい．

(1)

(
−1 2

1 3

)
(2)




1− sin2 θ cos 2θ cos θ

sin θ 0 tan θ

sin 2θ tan θ 2 sin θ




(3)




1 3 0

0 2 1

−2 −1 2


 (4)




a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d




＜解答＞

(1)

∣∣∣∣∣
−1 2

1 3

∣∣∣∣∣ = −5 6= 0 ∴ 逆行列は存在する．

(
−1 2

1 3

)−1

= −1
5

(
3 −2

−1 −1

)

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

cos2 θ cos 2θ cos θ

sin θ 0 tan θ

sin 2θ tan θ 2 sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= cos 2θ sin 2θ tan θ + cos θ sin θ tan θ − (

tan2 θ cos2 θ + 2 sin2 θ cos 2θ
)

= cos 2θ(2 sin θ cos θ)
sin θ

cos θ
+ cos θ sin θ

sin θ

cos θ
−

(
sin2 θ

cos2 θ
cos2 θ + 2 sin2 θ cos 2θ

)

= 2 sin2 θ cos 2θ + sin2 θ − (
sin2 θ + 2 sin2 θ cos 2θ

)

= 0 ∴ 逆行列は存在しない．
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(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 0

0 2 1

−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 2 · 2 + 3 · 1 · (−2)− {1 · (−1) · 1}

= −1 6= 0 ∴ 逆行列は存在する．

ここで，与えられた行列を Aとするとき，その余因子行列 Ãは，

Ã =




5 −2 4

−6 2 −5

3 −1 2




となります．また，余因子行列と逆行列との関係から A−1 = ÃT / detA (式 3・

71)を用いれば，

A−1 =
1
−1




5 −6 3

−2 2 −1

4 −5 2


 =



−5 6 −3

2 −2 1

−4 5 −2




と求められます．

(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= abcd

∴ a 6= 0かつ b 6= 0かつ c 6= 0かつ d 6= 0ならば逆行列は存在する．

(3)と同様に与えられた行列の余因子行列 Ãは，

Ã =




bcd 0 0 0

0 acd 0 0

0 0 abd 0

0 0 0 abc




となるため，
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A−1 =
1

abcd




bcd 0 0 0

0 acd 0 0

0 0 abd 0

0 0 0 abc




=




1/a 0 0 0

0 1/b 0 0

0 0 1/c 0

0 0 0 1/d




と求められます．

＜問題 3-5＞ 次の連立方程式の解をクラメールの公式および消去法により，そ

れぞれ求めなさい．

(1)





2x1 + x2 + x3 = 4

x1 + 2x2 + x3 = −2

x1 + x2 + 2x3 = −2

(2)





−2x3 + 2x4 = −3

5x1 − 2x2 = 1

−12x2 + 16x3 − 18x4 = −3

10x1 − 2x2 − x3 = 3

＜解答＞

(1) 与えられた連立方程式を行列形式で表せば，



2 1 1

1 2 1

1 1 2







x1

x2

x3


 =




4

−2

−2




となります．上式の係数行列を Aと表すことにします．

クラメールの公式

det A = 23 + 13 + 13 − 3 · 12 · 2 = 4

クラメールの公式より，

x1 =
1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 1

−2 2 1

−2 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4 , x2 =

1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 1

1 −2 1

1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2

x3 =
1
4

∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 4

1 2 −2

1 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2
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と求められます．
消去法

2
64

2 1 1 4

1 2 1 −2

1 1 2 −2

3
75 1−→

2
64

1 1
2

1
2

2

0 3
2

1
2

−4

1 1 2 −2

3
75 2−→

2
64

1 1
2

1
2

2

0 3
2

1
2

−4

0 1
2

3
2

−4

3
75 3−→

3−→

2
64

1 1
2

1
2

2

0 1 1
3

− 8
3

0 1
2

3
2

−4

3
75 4−→

2
64

1 0 1
3

10
3

0 1 1
3

− 8
3

0 1
2

3
2

−4

3
75 5−→

2
64

1 0 1
3

10
3

0 1 1
3

− 8
3

0 0 4
3

− 8
3

3
75 6−→

6−→

2
64

1 0 1
3

10
3

0 1 1
3

− 8
3

0 0 1 −2

3
75 7−→

2
64

1 0 0 4

0 1 1
3

− 8
3

0 0 1 −2

3
75 8−→

2
64

1 0 0 4

0 1 0 −2

0 0 1 −2

3
75

1. 1行目を 1/2倍した後，2行目から引く

2. 3行目から 1行目を引く

3. 2行目を 2/3倍する

4. 2行目を 1/2倍し，1行目から引く

5. 2行目を 1/2倍し，3行目から引く

6. 3行目を 3/4倍する

7. 3行目を 1/3倍し，1行目から引く

8. 3行目を 1/3倍し，2行目から引く

得られた結果より，(x1 x2 x3)T = (4 − 2 − 2)T であることがわかります．

(2)

クラメールの公式

余因子展開により，

det A = −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 0

0 −12 −18

10 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 0

0 −12 16

10 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2(180− 100) = −160

クラメールの公式より，
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x1 = − 1
160

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−3 0 −2 2

1 −2 0 0

−3 −12 16 −18

3 −2 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

行列式の性質より，1列目を 2倍し，2列目に加え，さらに 1行目と 2行目を入

れ替えれば，

x1 = − 1
160

(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0

−3 −6 −2 2

−3 −18 16 −18

3 4 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1

160

∣∣∣∣∣∣∣∣

−6 −2 2

−18 16 −18

4 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

となります．上式を第 3列目で余因子展開すれば，

x1 =
1

160

{
2

∣∣∣∣∣
−18 16

4 −1

∣∣∣∣∣ + 18

∣∣∣∣∣
−6 −2

4 −1

∣∣∣∣∣

}
= 1

と求められます．x2, x3, x4に関しても同様に，クラメールの公式および行列式の

性質を用いれば，

x2 = − 1
160

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −3 −2 2

5 1 0 0

0 −3 16 −18

10 3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2

x3 = − 1
160

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 −3 2

5 −2 1 0

0 −12 −3 −18

10 −2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3

x4 = − 1
160

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 −2 −3

5 −2 0 1

0 −12 16 −3

10 −2 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 3/2

と求めることができます．
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消去法
2
66664

0 0 −2 2 −3

5 −2 0 0 1

0 −12 16 −18 −3

10 −2 −1 0 3

3
77775

1−→

2
66664

5 −2 0 0 1

10 −2 −1 0 3

0 0 −2 2 −3

0 −12 16 −18 −3

3
77775

2−→

2−→

2
66664

1 − 2
5

0 0 1
5

0 2 −1 0 1

0 0 −2 2 −3

0 −12 16 −18 −3

3
77775

3−→

2
66664

1 − 2
5

0 0 1
5

0 1 − 1
2

0 1
2

0 0 −2 2 −3

0 −12 16 −18 −3

3
77775

4−→

4−→

2
66664

1 0 − 1
5

0 2
5

0 1 − 1
2

0 1
2

0 0 −2 2 −3

0 0 10 −18 3

3
77775

5−→

2
66664

1 0 − 1
5

0 2
5

0 1 − 1
2

0 1
2

0 0 1 −1 3
2

0 0 10 −18 3

3
77775

6−→

6−→

2
66664

1 0 0 − 1
5

7
10

0 1 0 − 1
2

5
4

0 0 1 −1 3
2

0 0 0 −8 −12

3
77775

7−→

2
66664

1 0 0 − 1
5

7
10

0 1 0 − 1
2

5
4

0 0 1 −1 3
2

0 0 0 1 3
2

3
77775

8−→

8−→

2
66664

1 0 0 0 1

0 1 0 0 2

0 0 1 0 3

0 0 0 1 3
2

3
77775

1. 2行目を 1行目に，4行目を 2行目に移動する

2. 1行目を 1/5倍した後，1行目を 10倍して 2行目から引く

3. 2行目を 1/2倍する

4. 2行目を 2/5倍，12倍してそれぞれ 1行目，4行目に加える

5. 3行目を (−1/2)倍する

6. 3行目を 1/5倍，1/2倍してそれぞれ 1行目，2行目に加え，3行目を 10倍

して 4行目から引く

7. 4行目を (−1/8)倍する

8. 4行目を 1/5倍，1/2倍，等倍してそれぞれ 1行目，2行目，3行目に加える

得られた結果より，(x1 x2 x3 x4)T = (1 2 3 3
2 )T であることがわかります．
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＜問題 3-6＞ 次の行列の固有値，固有ベクトルを求めなさい．

(1)

(
17 16

8 9

)
(2)




4 −3 −3

−3 4 3

3 −3 −2




＜解答＞

(1) 固有方程式より，
∣∣∣∣∣
17− λ 16

8 9− λ

∣∣∣∣∣ = 0

(17− λ)(9− λ)− 8 · 16 = 0

λ2 − 26λ + 25 = 0

(λ− 1)(λ− 25) = 0

となるため，固有値は λ = 1, 25と求められます．

固有ベクトルを (s1 s2)T と表せば，λ = 1, 25に対する固有ベクトルは，

i. λ = 1のとき

(
16 16

8 8

)(
s1

s2

)
=

(
0

0

)

16s1 + 16s2 = 0

(s1 s2)T = c(1 − 1)T

ii. λ = 25のとき

(
−8 16

8 −16

)(
s1

s2

)
=

(
0

0

)

−8s1 + 16s2 = 0

(s1 s2)T = c(2 1)T

と求められます．
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(2) (1)と同様に固有方程式より，
∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ −3 −3

−3 4− λ 3

3 −3 −2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

となり，上式を解くことにより，固有値は λ = 4, 1(重解)と求められます．

固有ベクトルを (s1 s2 s3)T と表せば，λ = 4, 1に対する固有ベクトルは，そ

れぞれ以下のように求められます．

i. λ = 4のとき



0 −3 −3

−3 0 3

3 −3 −6







s1

s2

s3


 =




0

0

0




上式より，

−s2 − s3 = 0

−s1 + s3 = 0

s1 − s2 − 2s3 = 0

が得られます．第 1式より，s2 = −s3，また第 2式より，s1 = s3 となることか

ら，s3 = 1とすれば，s1 = 1, s2 = −1となるため，(s1 s2 s3)T = c(1 − 1 1)T

と求められます．

ii. λ = 1(重解)のとき




3 −3 −3

−3 3 3

3 −3 −3







s1

s2

s3


 =




0

0

0




上式より，

s1 − s2 − s3 = 0

が得られます．上式を満たし，かつ変換行列 S の逆行列が存在するように残る 2

つの固有ベクトルを決めれば，(s1 s2 s3)T = c(1 1 0)T , c(1 0 1)T となります．
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＜問題 3-7＞ 3次正方行列，

A =



−2 2 1

−1 2 1

−4 6 −3




について，

(1) 行列 Aの固有値，固有ベクトルを求めなさい．

(2) (1)の結果を利用し，An を求めなさい．

＜解答＞

(1) 問題 3-6と同様に固有方程式より，
∣∣∣∣∣∣∣∣

−2− λ 2 1

−1 2− λ 1

−4 6 −3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

となり，上式を解くことにより，固有値は λ = −3,±2と求められます．

固有ベクトルを (s1 s2 s3)T と表せば，λ = −3,±2に対する固有ベクトルは，

それぞれ以下のように求められます．

i. λ = −3のとき



1 2 1

−1 5 1

−4 6 0







s1

s2

s3


 =




0

0

0




上式より，

s1 + 2s2 + s3 = 0

−s1 + 5s2 + s3 = 0

−4s1 + 6s2 = 0

が得られます．第 3式より，2s1 = 3s3となることから，s1 = 3, s2 = 2となります．

また，この結果を第 2式に用いれば，s3 = −7となり (s1 s2 s3)T = c(3 2 − 7)T

と求められます．
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ii. λ = 2のとき



−4 2 1

−1 0 1

−4 6 −5







s1

s2

s3


 =




0

0

0




上式より，

−4s1 + 2s2 + s3 = 0

−s1 + s3 = 0

−4s1 + 6s2 − 5s3 = 0

が得られます．第 2式より，s1 = s3となることから，s1 = 1, s2 = 1となります．

また，この結果を第 1式に用いれば，s2 = 3/2となり (s1 s2 s3)T = c(2 3 2)T

と求められます．

iii. λ = −2のとき




0 2 1

−1 4 1

−4 6 −1







s1

s2

s3


 =




0

0

0




上式より，

2s2 + s3 = 0

−s1 + 4s2 + s3 = 0

−4s1 + 6s2 − s3 = 0

が得られます．第 1式より，s3 = −2s2となることから，s2 = 1, s3 = −2となりま

す．また，この結果を第 2式に用いれば，s1 = 2となり (s1 s2 s3)T = c(2 1 −2)T

と求められます．

(2) (1)より変換行列 S は，

S =




3 2 2

2 3 1

−7 2 −2



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となり，その逆行列 S−1 は，

S−1 =
1
20



−8 8 −4

−3 8 1

25 −20 5




と求められます．また，求められた固有値より，

S−1AS =



−3 0 0

0 2 0

0 0 −2




(
S−1AS

)n
=




(−3)n 0 0

0 2n 0

0 0 (−2)n




S−1A»»»
SS−1A»»»

SS−1 · · ·»»»
SS−1AS =




(−3)n 0 0

0 2n 0

0 0 (−2)n




S−1AnS =




(−3)n 0 0

0 2n 0

0 0 (−2)n




となることから，上式の両辺の左から S，右から S−1 を掛ければ，

An = S




(−3)n 0 0

0 2n 0

0 0 (−2)n


 S−1

=
1
20




3 2 2

2 3 1

−7 2 −2







(−3)n 0 0

0 2n 0

0 0 (−2)n






−8 8 −4

−3 8 1

25 −20 5




と求められます．
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第4章 演習問題解答

＜問題 4-1 ＞　 A = 3 ax − 2 ay + 3az，B = −3 ax + 2 ay − 4 az および

C = ax + ay − az のとき，以下の (1)から (5)を求めなさい。

(1) A + B + C

(2) 3 A + 2 B + C

(3) |A−B + C|
(4) AとB のスカラ積

(5) A + B + C に平行な単位ベクトル

＜解答＞

(1) A + B + C

A+B+C = (3−3+1)ax +(−2+2+1)ay +(3−4−1)az = ax +ay−2 az

(2) 3 A + 2 B + C

3 A+2 B +C = (9−6+1)ax +(−6+4+1)ay +(9−8−1)az = 4 ax−ay

(3) |A−B + C|
|A − B + C| = |(3 + 3 + 1)ax + (−2 − 2 + 1)ay + (3 + 4 − 1)az| =

|7 ax − 3 ay + 6 az| =
√

72 + 32 + 62 =
√

94

(4) AとB のスカラ積

スカラ積なので，各 x, y, z 成分ごとの積を求めればよいので，

A ·B = −9− 4− 12 = −25　となります。

(5) A + B + C に平行な単位ベクトル

まず，A + B + C を求めるが，(1)の結果より

A + B + C = ax + ay − 2 az であり，その絶対値は

|A + B + C| = √
12 + 12 + 22 =

√
6　となります。
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したがって，単位ベクトル aは，

a =
A + B + C

|A + B + C| =
1√
6
(ax + ay − 2 az)

となります。

＜問題 4-2＞　A = 3 ax + 3 ay，B = 2 ax + 2ay + 2
√

2 az のとき，以下の

(1)から (7)を求めなさい。

(1) A ·B
(2) AとB のなす角

(3) A×B

(4) |A×B|
(5) (A + B) · (A−B)

(6) (A + B)× (A−B)

(7) (3 A + B) · (A− 3 B)

＜解答＞

(1) A ·B
A ·B = (3 · 2) + (3 · 2) + (0 · 2√2) = 6 + 6 + 0 = 12

(2) AとB のなす角

まず，A = |A| = √
9 + 9 = 3

√
2，B = |B| = √

4 + 4 + 8 = 4となります。

そして，A ·B = AB cos θより

cos θ =
12

3
√

2 · 4 =
1√
2

∴ θ =
π

4
，または 45◦

(3) A×B

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ax ay az

3 3 0

2 2 2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (6

√
2− 0)ax + (0− 6

√
2)ay + (6− 6)az

= 6
√

2ax − 6
√

2ay
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(4) |A×B|
|A×B| = |6√2ax − 6

√
2ay| =

√
(6
√

2)2 + (6
√

2)2 =
√

144 = 12

(5) (A + B) · (A−B)

まず，A + B = 5ax + 5ay + 2
√

2az，A−B = ax + ay − 2
√

2az となりま

す。したがって，

(A+B) · (A−B) = (5ax +5ay +2
√

2az) · (ax +ay − 2
√

2az) = (5× 1)+

(5× 1) + (2
√

2× (−2
√

2)) = 5 + 5− 8 = 2

と求まります。

(6) (A + B)× (A−B)

(5)と同様に，A + B = 5ax + 5ay + 2
√

2az，A −B = ax + ay − 2
√

2az

である。

したがって，

(A + B)× (A−B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ax ay az

5 5 2
√

2

1 1 −2
√

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−10

√
2− 2

√
2)ax + (2

√
2 + 10

√
2)ay + (5− 5)az

= −12
√

2ax + 12
√

2ay

となります。

(7) (3 A + B) · (A− 3 B)

まず，3 A+B = 11 ax +11 ay +2
√

2az，A− 3 B = −3 ax− 3 ay − 6
√

2az

である。

したがって，

(3 A + B) · (A − 3 B) = (11 · (−3)) + (11 · (−3)) + (2
√

2 · (−6
√

2)) =

−33− 33− 24 = −90

となります。

＜問題 4-3 ＞　ベクトル A =
3√
2

ax +
3√
2

ay + 3
√

3 az とベクトル B =

k ax + k ay が与えられたとき，(1)スカラ積，(2)ベクトル積，を用いてAとB

のなす角を求めなさい。ただし，kは任意の正の整数とする。
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＜解答＞

(1)スカラ積は

A ·B =
3√
2

k +
3√
2

k + 0 = 3
√

2 k

次に，ベクトルA,B の大きさは

A = |A| =
√(

3√
2

)2

+
(

3√
2

)2

+ (3
√

3)2 =
√

36 = 6

B = |B| = √
k2 + k2 + 0 =

√
2 k2 =

√
2 k

であるから，A ·B = AB cos θより

cos θ =
3
√

2 k

6
√

2 k
=

1
2

∴ θ =
π

3
，または 60◦

(2)ベクトル積は

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ax ay az

3√
2

3√
2

3
√

3

k k 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0− k3

√
3)ax + (k3

√
3− 0)ay + (k

3√
2
− k

3√
2
)az

= −3
√

3 kax + 3
√

3 kay

このベクトル積の大きさは，

|A×B| =
√

(3
√

3 k)2 + (3
√

3 k)2 =
√

54k2 = 3
√

6 k

となります。また，それぞれのベクトルの大きさは，(1)の結果より，

A = |A| = 6

B = |B| =
√

2 k

そして，|A×B| = AB sin θより

sin θ =
3
√

6 k

6
√

2 k
=
√

3
2

∴ θ =
π

3
，または 60◦
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＜問題 4-4＞　ベクトルA = 6 ax−3 ay−azとベクトルB = ax +4 ay−6 az

が直交することを示しなさい。

＜解答＞

互いに直交した二つのベクトルのスカラ積は 0となりますから，スカラ積を計

算することにより確かめられます。

A ·B = (6ax − 3ay − az) · (ax + 4ay − 6az) = 6− 12 + 6 = 0

＜問題 4-5＞　以下の (1)，(2)の問いに答えなさい。

(1)点 (−2, 4, 1)から点 (3, 4, 3)に向かうベクトルAを求めなさい。

(2)このベクトルAと同方向の単位ベクトル aA を求めなさい。

＜解答＞

(1)ベクトルの終点から始点の座標を引けば，

A = (3 + 2)ax + (4− 4)ay + (3− 1)az = 5ax + 2az

(2)ベクトルAの大きさは，

|A| = √
52 + 22 =

√
29となるので，単位ベクトル aA は

aA =
A

|A| =
5ax + 2az√

29
=

5√
29

ax +
2√
29

az ≈ 0.93ax + 0.37az

と求まります。

＜問題 4-6＞　以下の (1)から (5)の式が成り立つことを示しなさい。

(1) (A + B) · (A−B) = A2 −B2

(2) (A + B)× (A−B) = −2 (A×B)

(3) A · (A×B) = 0

(4) |A×B|2 = A2B2 − (A ·B)2

(5) A× (B ×C) + B × (C ×A) + C × (A×B) = 0

＜解答＞
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(1) (A + B) · (A−B) = A2 −B2

左辺 = A ·A−A ·B + B ·A−B ·B
= A ·A−A ·B + A ·B −B ·B（スカラ積は交換の法則が成り立つ）
= A ·A−B ·B
= A2 −B2

(2) (A + B)× (A−B) = −2 (A×B)

左辺 = A×A−A×B + B ×A−B ×B

= 0−A×B −A×B − 0（同方向のベクトル積は 0,交換すると符号が逆）

= −2(A×B)

(3) A · (A×B) = 0

左辺 = B · (A×A)（スカラ三重積での順序の入れ替え）

= B · (0)（同方向のベクトル積は 0）

= 0

(4) |A×B|2 = A2B2 − (A ·B)2

AとB のなす角を θとすると

|A×B|2 = {|A||B| sin θ}2

= |A|2|B|2 sin2 θ

= |A|2|B|2(1− cos2 θ)

= |A|2|B|2 − |A|2|B|2 cos2 θ

= (A ·A)(B ·B)− {|A||B| cos θ}2

= A2B2 − (A ·B)2

(5) A× (B ×C) + B × (C ×A) + C × (A×B) = 0

それぞれのベクトル三重積は

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

B × (C ×A) = C(B ·A)−A(B ·C)

C × (A×B) = A(C ·B)−B(C ·A)

と変形できます。そして，スカラ積では交換の法則が成り立つので
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B(A ·C)−C(A ·B) + C(A ·B)−A(B ·C) + A(B ·C)−B(A ·C) = 0

となります。

＜問題 4-7＞　点 (−6, 3,−7)から点 (6, 3,−2)に向かう単位ベクトル aの式を

求めなさい。

＜解答＞

ベクトルの終点から始点の座標の値を引いて，これをベクトルAとすれば，

A = (6 + 6)ax + (3− 3)ay + (−2 + 7)az = 12ax + 5az

となります。次に，ベクトルAの大きさは，

A = |A| = √
122 + 52 =

√
169 = 13となり，単位ベクトル aは，

a =
A

A
=

12ax + 5az

13
=

12
13

ax +
5
13

az ≈ 0.92ax + 0.38az

と求まります。

＜問題 4-8＞　 x = 12, y = 16で表される直線上の任意の一点から原点に向か

う単位ベクトル aの式を求めなさい。

＜解答＞

下図の点 P から原点に向かうベクトルAの式は，

A = −12ax − 16ay − zaz となり，ベクトルAの大きさは，
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A = |A| = √
122 + 162 + z2 =

√
400 + z2 となります。

したがって，単位ベクトル aは

a =
A

A
=
−12ax − 16ay − zaz√

400 + z2

と求まります。

＜問題 4-9＞　原点から z = 6の平面上の任意の一点に向かう単位ベクトル aの

式を求めなさい。

＜解答＞

まず，原点から z = 6の平面上の任意の一点に向かうベクトルAは，下図のよ

うになります。このベクトルAの式は，

A = xax + yay + 6az となり，ベクトルAの大きさは

A = |A| =
√

x2 + y2 + 36となります。

したがって，単位ベクトル aは

a =
A

A
=

xax + yay + 6az√
x2 + y2 + 36

と求まります。

＜問題 4-10＞　以下の (1)，(2)の問いに答えなさい。
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(1)V (x, y, z) = x2y2 + xyz + 3xz2 の勾配を求めなさい。

(2)次に，方向を示す単位ベクトルが an =
1√
3
(ax + ay + az)で与えられて

いるとき，点 (1, 1, 1)における gradV の an 方向の成分を求めなさい。

＜解答＞

(1)勾配の定義式から，

gradV =
∂V

∂x
ax +

∂V

∂y
ay +

∂V

∂z
az

= (2xy2 + yz + 3z2)ax + (2x2y + xz)ay + (xy + 6xz)az

となります。

(2)そして，(1)の結果に x = 1, y = 1, z = 1を代入して，

gradV |(1,1,1) = 6ax + 3ay + 7az

となります。このベクトルをAとおき，単位ベクトル an とのスカラ積をとれば

ベクトルAの an 方向の成分が求まりますから，

A · an = (6ax + 3ay + 7az) · ( 1√
3
ax +

1√
3
ay +

1√
3
az)

=
6√
3

+
3√
3

+
7√
3

=
16√

3

となります。

＜問題 4-11＞　A = e−y(cos xax − cos xay + cos xaz)のとき，ベクトル A

の発散を求めなさい。

＜解答＞

ベクトルAを各成分ごとに分けて書き表せば，

A = e−y cos xax − e−y cos xay + e−y cos xaz となり，発散は各成分をその成

分で偏微分すればよいので，

divA =
∂

∂x
(e−y cos x) +

∂

∂y
(−e−y cos x) +

∂

∂z
(e−y cos x)

= −e−y sinx + e−y cos x + 0 = e−y(cos x− sinx)
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となります。

＜問題 4-12＞　A = (1/
√

x2 + y2)axのとき，点 (1, 1, 0)における divAを求

めなさい。

＜解答＞

ベクトルAは，x成分のみですから発散は，

divA =
∂

∂x

(
1√

x2 + y2

)
=

∂

∂x
(x2 + y2)−

1
2

となります。ここで，合成関数の微分

∂y

∂x
=

∂y

∂u
· ∂u

∂x

を利用して，

y = u−
1
2 , u = x2 +y2　とおけば，(y)′ = − 1

2u−
3
2 , (u)′ = 2x　となります。

したがって，

∂

∂x
(x2 + y2)−

1
2 = −1

2
(x2 + y2)−

3
2 (2x) =

−x

(x2 + y2)
√

x2 + y2

よって，x = 1, y = 1, z = 0を上式に代入すれば，

divA|(1,1,0) =
−1
2
√

2
= −

√
2

4

と求まります。

＜問題 4-13＞　A = x sin yax + 2x cos yay + 2z2az のとき，点 (0, 0, 1)にお

ける∇ ·Aを求めなさい。

＜解答＞

まず，

divA =
∂

∂x
(x sin y) +

∂

∂y
(2x cos y) +

∂

∂z
(2z2)

= sin y − 2x sin y + 4z = (1− 2x) sin y + 4z

よって，
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divA|(0,0,1) = (1− 2 · 0) sin 0 + 4 · 1 = 4

と求まります。

＜問題 4-14＞　A = (cos x)(sin y)ax + (sin x)(cos y)ay + (cos x)(sin y)az の

とき，ベクトルAの回転を求めなさい。

＜解答＞

まず，回転の一般式は，

rotA =
(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
ax +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
ay +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
az

ですから，

rotA = (cos x cos y − 0)ax + (0− (− sinx) sin y)ay + (cos x cos y − cos x cos y)az

= cos x cos yax + sinx sin yay

と求まります。

＜問題 4-15＞　前問の答えに対する発散を求めなさい。

＜解答＞

前問の結果から，

div{(cos x cos yax + sinx sin yay)} =
∂

∂x
(cos x cos y) +

∂

∂y
(sinx sin y)

= − sinx cos y + sinx cos y = 0

と求まります。

＜問題 4-16＞　A = x sin yax + 2x cos yay + 2z2az のとき，点 (0, 0, 1)にお

ける∇×Aを求めなさい。

＜解答＞

回転の一般式は，

rotA =
(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
ax +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
ay +

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
az
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から，

rotA = (0− 0)ax + (0− 0)ay + (2 cos y − x cos y)az

= (2− x) cos yaz

となりますから，点 (0, 0, 1)における回転は，

rotA|(0,0,1) = (2− 0) cos 0az = 2az

と求まります。
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第5章 演習問題解答

＜問題 5-1＞　複素数 z の値が z2 = −j となる z を求めなさい。

＜解答＞

z は複素数ですから，z = x + jyとすれば，

z2 = x2 + j2xy + j2y2 = (x2 − y2) + j2xyとなります。

z2 = −j であることから，上式は実数部が x2 − y2 = 0，虚数部が 2xy = −1

でなければなりません。

したがって，x2 = y2, xy = −1/2 を解いて

x = −y（xy = −1/2なので x = yは不適）となり，

y = ± 1√
2
から，求める z は

z = ± 1√
2

(1− j)

と求まります。

＜問題 5-2＞　次の (1)から (4)を直交形式で表しなさい。

(1) 1/(a + jb) (2)
(

1
2 − j

√
3

2

)3

(3) j4 (4) 1/(1 + j + j2)

＜解答＞

(1)

1
a + jb

× a− jb

a− jb
=

a− jb

a2 + b2
=

a

a2 + b2
− j

b

a2 + b2
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(2)

まず，( )内を指数関数形式に直して，

1
2
− j

√
3

2
= cos

π

3
− j sin

π

3
= e−j π

3

よって，
(

1
2
− j

√
3

2

)3

=
(
e−j π

3
)3

= e−jπ

となりますから，直交形式に戻せば，

e−jπ = cos π − j sinπ = −1− j0 = −1

と求まります。

(3)

j4 = j2 · j2 = (−1) · (−1) = 1

(4)

1
1 + j + j2

=
1

1 + j − 1
=

1
j

= −j

＜問題 5-3＞　前問の答えを極座標表現で表しなさい。

＜解答＞

(1)複素数の絶対値は，

|z| = r =

√(
a

a2 + b2

)2

+
(

b

a2 + b2

)2

=
1√

a2 + b2

となります。そして，偏角は，

θ = tan−1

(
− b

a2+b2

a
a2+b2

)
= tan−1

(
− b

a

)

となります。よって，極座標表現は，

1√
a2 + b2

∠ tan−1

(
− b

a

)

となります。
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(2) 1∠π (3) 1∠0 (4) 1∠− π
2

＜問題 5-4＞　
(

1+j
√

3
2

)5

をド・モアブルの定理を用いて求めなさい。

＜解答＞

まず，( )内を指数関数形式に直して，

1 + j
√

3
2

=
1
2

+ j

√
3

2
= 1ej π

3

ここで，オイラーの公式を適用して，

ej π
3 = cos

π

3
+ j sin

π

3
となります。よって，

(
1 + j

√
3

2

)5

=
(
cos

π

3
+ j sin

π

3

)5

= cos
5π

3
+ j sin

5π

3
=

1
2
− j

√
3

2

と求まります。

＜問題 5-5＞　以下の (1)から (5)に示した電圧のフェーザ表示を直交形式の形

で示しなさい。

(1) e1 = 10
√

2 sin ωt (2) e2 = 10
√

2 sin(ωt + π
2 )

(3) e3 = 10
√

2 sin(ωt− π
2 ) (4) e4 = 10

√
2 sin(ωt + π

4 )

(5) e5 = 10
√

2 sin(ωt− π
6 )

＜解答＞

(1)

E1 = 10ej0 = 10(cos 0 + j sin 0) = 10

(2)

E2 = 10ej π
2 = 10

(
cos

π

2
+ j sin

π

2

)
= j10

(3)

E3 = 10e−j π
2 = 10

{
cos

(
−π

2

)
+ j sin

(
−π

2

)}
= −j10
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(4)

E4 = 10ej π
4 = 10

(
cos

π

4
+ j sin

π

4

)
= 5

√
2 + j5

√
2

(5)

E5 = 10e−j π
6 = 10

(
cos

π

6
− j sin

π

6

)
= 5

√
3− j5

＜問題 5-6＞　交流の電圧 100V，周波数 50Hzの電源に負荷を接続したところ，

5Aの電流が流れた。このときのと電流は，電圧よりも π/3遅れていた。負荷の

インピーダンスを求めなさい。

＜解答＞

問題より電圧と電流のフェーザ表示 E, I は，それぞれ，E = 100, I = 5e−j π
3

となります。よって，インピーダンス Z は，

Z =
100

5e−j π
3

= 20ej π
3 = 20

(
cos

π

3
+ j sin

π

3

)
= 10 + j10

√
3

と求まります。

＜問題 5-7＞　下図に示す回路において各素子に流れる電流を求めなさい。ただ

し，Z1, Z2, Z3 に流れる電流をそれぞれ I1, I2, I3 とする。

＜解答＞

上図のような向きに閉路電流 Ĩ1, Ĩ2をとり，各インピーダンスの電圧降下V1, V2, V3

も図の向きとします。ここで，枝電流 I1, I2, I3 と閉路電流 Ĩ1, Ĩ2 の関係は，
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I1 = Ĩ1

I2 = Ĩ2

I3 = Ĩ1 − Ĩ2

となります。そして，それぞれの閉路電流についての方程式は，

閉路電流１：10− V1 − V3 = 0から
10 = V1 + V3

= −j2Ĩ1 + (1 + j)(Ĩ1 − Ĩ2)

∴ 10 = (1− j)Ĩ1 − (1 + j)Ĩ2

閉路電流２：−8− V2 − V3 = 0から
−8 = V2 + V3

= (1 + j)(Ĩ2 − Ĩ1) + j3Ĩ2

∴ −8 = −(1 + j)Ĩ1 + (1 + j4)Ĩ2

クラメールの公式を用いて閉路電流 Ĩ1 は，

Ĩ1 =

∣∣∣∣∣
10 −(1 + j)

−8 1 + j4

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1− j −(1 + j)

−(1 + j) 1 + j4

∣∣∣∣∣

=
2 + j32
5 + j

=
2 + j32
5 + j

× 5− j

5− j
=

42 + j158
26

= 1.62 + j6.08 [A]

となります。閉路電流 Ĩ2 も同様に，

Ĩ2 =

∣∣∣∣∣
1− j 10

−(1 + j) −8

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

1− j −(1 + j)

−(1 + j) 1 + j4

∣∣∣∣∣

=
2 + j18
5 + j

=
2 + j18
5 + j

× 5− j

5− j
=

28 + j88
26

= 1.08 + j3.38 [A]
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となります。ここで求めた閉路電流 Ĩ1, Ĩ2は，インピーダンス Z1, Z2を流れる枝

電流 I1, I2 と等価です。したがって，インピーダンス Z3 を流れる枝電流 I3 は

I3 = Ĩ1 − Ĩ2 = 1.62 + j6.08− 1.08− j3.38 = 0.54 + j2.70 [A]

と求まります。

＜問題 5-8 ＞　電源の周波数が 50Hz の回路において抵抗 R = 10Ω とコイル

L = 20mHが並列に接続されたときの合成インピーダンス Z の値を求めなさい。

＜解答＞

コイルのインピーダンスを ZL とすれば

　 ZL = jωL = j2π · 50 · (20 · 10−3) = j2π [Ω]

並列接続の合成インピーダンス Z は

Z =
jωLR

R + jωL
=

j20π

10 + j2π
=

j20π(10− j2π)
(10 + j2π)(10− j2π)

=
394.78 + j628.32

139.48
= 2.83 + j4.50 [Ω]

と求まります。

＜問題 5-9＞　下図に示す回路において電流計 1,2,3の指示値をそれぞれ求めな

さい。

＜解答＞
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すでに，＜問題 5-7＞で求めた結果を極座標表現に直せば

　 I1 = 1.62 + j6.08 = 6.29∠75.08◦

　 I2 = 1.08 + j3.38 = 3.55∠72.28◦

　 I3 = 0.54 + j2.70 = 2.75∠78.69◦

となります。極座標表現の r∠θの rの値が電流計の指示値となりますから各電流

計の値は，以下のようになります。

電流計１：6.29 [A]　　電流計２：3.55 [A]　　電流計３：2.75 [A]

＜問題 5-10＞　以下の (1)，(2)の問いに答えなさい。

(1) 下図の回路において電源の電圧と電流が同相となるインピーダンス Z [Ω]の

値を求めなさい。

(2) その Z [Ω]を挿入したときの電源から流れ出す電流を求めなさい。

＜解答＞

(1)上図のように Z1 = 1+ j2, Z2 = −j3とします。この合成インピーダンスは，

Z1Z2

Z1 + Z2
=

(1 + j2)(−j3)
1 + j2− j3

=
6− j3
1− j

· 1 + j

1 + j
=

9 + j3
2

= 4.5 + j1.5 [Ω]

となります。これに Z が直列に接続されていることになりますから，全体の合成

インピーダンスは，

4.5 + j1.5 + Z [Ω]

となります。もし，この式で，Z = −j1.5であれば，全体の合成インピーダンス

は，4.5 [Ω]の抵抗分のみにとなりますから，電圧と電流は同相となります。

(2)電源から流れ出す電流 I は，



51

I =
9

4.5
= 2 [A] (5・1)

と求まります。

＜問題 5-11＞　容量が 200µFのコンデンサに電圧 10Vの交流電源を接続した

ところ電流計の指示が 0.6283(≈ π/5) Aであった。このときの電源の周波数を求

めなさい。

＜解答＞

まず，コンデンサのインピーダンス ZC は，

ZC =
1

jωC
= −j

1
ωC

= −j
1

2πf · 200× 10−6
= −j

2500
πf

となります。リアクタンスX = 2500/(πf)であり，電流計の指示値 I は，E を

X で割ればよいので，

I =
E

X
=

10πf

2500

となり，この値が 0.6283(≈ π/5) であることから，周波数 f は

f =
2500π

5 · 10π
= 50 [Hz]

と求まります。

＜問題 5-12＞　下図に示す回路において各素子に流れる電流を求めなさい。た

だし，Z1, Z2, Z3 に流れる電流をそれぞれ I1, I2, I3 とする。
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＜解答＞

上図のような向きに閉路電流 Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3 をとり，各インピーダンス Z1, Z2, Z3

の電圧降下 V1, V2, V3 も図の向きとします。ここで，枝電流 I1, I2, I3 と閉路電流

Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3 の関係は，

I1 = Ĩ2

I2 = Ĩ1 − Ĩ2

I3 = Ĩ2 − Ĩ3

となります。それぞれの閉路電流についての方程式は，

閉路電流１：3− V2 = 0から，
3 = V2

= j(Ĩ1 − Ĩ2)

∴ 3 = jĨ1 − jĨ2

閉路電流２：0 + V2 − V1 − V3 = 0から，
0 = −V2 + V1 + V3

= −j(Ĩ2 − Ĩ1) + (1 + j)Ĩ2 + (−j2)(Ĩ2 − Ĩ3)

∴ 0 = jĨ1 + (1− j2)Ĩ2 + j2Ĩ3

閉路電流３：V3 − (−j2) = 0から，

−j2 = V3

= (−j2)(Ĩ3 − Ĩ2)

∴ −j2 = j2Ĩ2 − j2Ĩ3

クラメールの公式を用いるために，まず detZ は，

det Z =

∣∣∣∣∣∣∣∣

j −j 0

j 1− j2 j2

0 j2 −j2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2 + j2

となります。したがって，クラメールの公式を用いて閉路電流 Ĩ1 は，
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Ĩ1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −j 0

0 1− j2 j2

−j2 j2 −j2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 + j2

=
−j10
2 + j2

=
−j10
2 + j2

× 2− j2
2− j2

=
−20− j20

8
= −2.5− j2.5 [A]

となります。閉路電流 Ĩ2 も同様に，

Ĩ2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

j 3 0

j 0 j2

0 −j2 −j2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 + j2

=
−6− j4
2 + j2

=
−6− j4
2 + j2

× 2− j2
2− j2

=
−20 + j4

8
= −2.5 + j0.5 [A]

と求まります。最後の閉路電流 Ĩ3 も同様に，

Ĩ3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

j −j 3

j 1− j2 0

0 j2 −j2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 + j2

=
−4− j2
2 + j2

=
−4− j2
2 + j2

× 2− j2
2− j2

=
−12 + j4

8
= −1.5 + j0.5 [A]

となります。したがって，枝電流は，

I1 = Ĩ2 = −2.5 + j0.5 [A]

I2 = Ĩ1 − Ĩ2 = −j3.0 [A]

I3 = Ĩ2 − Ĩ3 = −1.0 [A]

と求まります。


