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第 1 章  

演習 1.1 

次の式において )(tf を入力， )(ty を出力とする．次の (1)～ (3)について，

入力と出力の間に線形性が成り立つかどうか，理由とともに答えよ．ただし，

1a ， 1a ， a， bはいずれも変数 tによらない定数である．  

(1)  
)(

)()( 1
1 tf

a
tfaty   

(2)  3)()( tfty   

(3)  )()()()(
2

2

tfdttybty
dt

d
aty

dt

d
   

 

演習 1.2 

 正弦波 ωtVm sin の全波整流波形 ωtVtv m sin)(  （図 1.1）をフーリエ級数で

展開せよ．  
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図 1.1 全波整流波形  

演習 1.3 

フーリエ係数を求める際に，任意の 1 周期にわたる積分で計算した結果は，

積分範囲を
22

T
t

T
 として計算した結果に一致することを示せ．  
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[解答 1.1]  

(1)入力 )()( 2211 tftf   に対する出力は  

 
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)()()(
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a
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



   

一 方 ， )(1 tf ， )(2 tf に 対 す る 出 力 は そ れ ぞ れ
)(

)()(
1

1
111 tf

a
tfaty  ，

)(
)()(

2

1
212 tf

a
tfaty  であるので，  
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







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すなわち，線形ではない．  

(2)入力 )()( 2211 tftf   に対する出力は  32211 )()()( tftfty    

一方， )(1 tf ， )(2 tf に対する出力はそれぞれ， 3
11 )()( tfty  ， 3

22 )()( tfty  であ

るので，  
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(3)入力 )(1 tf ， )(2 tf に対する出力はそれぞれ次の式を満足する．  

)()()()( 11112
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tfdttybty
dt

d
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dt

d
   

)()()()( 22222

2

tfdttybty
dt

d
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d
   

一方，入力 )()( 2211 tftf   に対する出力は  

   
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
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と整理され，次の関係式を満足するので，線形性を有する．  

)()()()()(             

)()()(

2211222222
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
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
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 [解答 1.2]  

ω
T

2
 とすると， ωtVtv m sin)(  の周期は

2

T
である．定義に従ってフーリ

エ係数を求める．  

    

 
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













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

































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
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
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以上の結果をまとめると次式のようにフーリエ展開できる．  




















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2
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n
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 [解答 1.3]  
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dtt
T

mtf
T

a
Tt

tn 


 0

0

2
cos)(

2 
において，積分区間を次のように 3 つに分割する．  

dtt
T

ntfdtt
T

ntfdtt
T

ntfa
T Tt

T

T

T

T

tn 





 0

0 2/

2/

2/

2/ 2
cos)(

2
cos)(

2
cos)(

2

    (1 .3.1)  

ここで， )(tf および t
T

n
2

cos が周期 T の周期関数であるから次の関係が成り

立つ．  

)()( Ttftf   

)(
2

cos
2

cos Tt
T

n
t

T

n



 

この関係を用いると，式 (1.3.1)の第 1 項は次のように変形することができる． 

dtt
T

n
tfdtt

T

n
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T
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T
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
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cos)(
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



 

これを式 (1 .3.1)にあてはめると  

dtt
T

n
tfa

T T

Tn 
2/

2/

2
cos)(

2

  

となり，  

dtt
T

ntfdtt
T

ntf
T

a
T

T

Tt

tn  




2/

2/

2
cos)(

2
cos)(

2 0

0

   (1 .3.2)  

が成り立つ．同様の手順で，次の関係式が成り立つことも示される．  

dtt
T

ntf
T

dtt
T

ntf
T

b
T

T

Tt

tn  




2/

2/

2
sin)(

22
sin)(

2 0

0

   (1 .3.3)  
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第 2 章 フーリエ級数の性質  

 

演習 2.1 

 区間   t で定義された図 2.1 の時間波形（三角波） )(tf をフーリエ

級数で展開せよ．  














)0(1
1

)0(1
1
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tf





  

f(t)

 t-



 

図 2.1 三角波  

 

演習 2.2 

区間   t で定義された図 2.2 の時間波形（放物曲線の一部） )(tf を

フーリエ級数で展開せよ．  

   tttf      )( 2  

t -

2

f(t)

 

図 2.2 放物曲線  
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演習 2.3 

(1)  1 周期が次の式で定義される周期関数 )(tf （図 2.3）をフーリエ級数で展

開せよ．  

 
 











ta

at
a
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tf

0
)(  

(2) (1)の結果を利用して次の級数を求めよ．  




1
2

2

2
sin

n n

an

 

f(t)

 t
-



-a a
 

図 2.3 

 

演習 2.4 

(1)区間   t で定義された次の関数 )(tf をフーリエ級数で展開せよ．た

だし， aは非整数とする．  

attf cos)(   

(2) (1)の結果を利用して，次の公式を示せ．  

 


 



1

22

2 )1(
21

sin n

n

nx
x

x

x


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[解答 2.1]  

区間   t を 1 周期とみなしてフーリエ級数で展開する．周期 2T

であり， )(tf は偶関数であるから，フーリエ係数は次のように求まる．  

0nb  

dtnttdtt
T

ntf
T

a
T

n  





 






0

2
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1
1
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4  

( i ) 0n に対して  
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
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
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
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
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( i i ) 0n に対して  

 n

n
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n
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n
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2
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

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








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
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
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したがって，  
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 [解答 2.2]  

周期 2T として，フーリエ係数 na ， nb を計算する．関数 )(tf が tに関し

て偶関数であるので 0nb であり， na は次の式で求まる．  

dtnttdttntan  

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


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
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となる．したがって，与えられた波形は次のようにフーリエ級数に展開され

る．  

 
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

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［解答 2.3］  

周期 2T として，フーリエ係数を計算する．関数 )(tf が tに関して偶関

数であるので 0nb であり， na は次の式で求まる．  

dtnt
a

t
dttn

a
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a
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n  





 



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cos1

2

2

2
cos

2

4





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a
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
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
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 
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2
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0
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2
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t
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
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
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




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




  

 

となる．したがって， )(tf は次のようにフーリエ級数展開される．  

   





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2

cos2
sin4
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n

nt
n

an

a

a
tf


 

(2)  0t における )(tf の値を考える． 1)0( f であるから， (1)の結果のフー

リエ級数において 0t とすると，次の式を得る．  
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





1

2
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sin4
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a
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
 

この結果から，問題の級数は次のように求まる．  

 
8
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1
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2
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







 

 

［解答 2.4］  

(1)  )(tf は偶関数であるから 0nb であり． )(tf を周期 2 の周期関数とみな

せば na は次の式で求められる．  

attf cos)(   

    dttantandtntatan  


 00
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1
coscos

2
 

an  のとき  

   

   
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sin2)1(

sincossincos1

sinsin1

sinsin1
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


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
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



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

















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




































 

したがって， )(tf は次のようにフーリエ級数に展開される．  




 



1

22 cos
)1(sin2sin

)(
n

n

nt
na

aa

a

a
tf







 

(2) (1)の結果を 0t で考えると， 1)0( f ， 1cos nt であるから  




 



1

22

)1(sin2sin
1

n

n

na

aa

a

a







 

となる．さらに ax  とおくと  
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 






 















1
22

1
2

)1(
sin2

sin

1

)1(sin2sin
1

n

n

n

n

nx
xx

x

x

a

nx

x

x

x


 

したがって，
 



 



1

22

2 )1(
21

sin n

n

nx
x

x

x


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第 3 章 複素フーリエ級数  

 

演習 3.1 関数 )(tf が実数値をとる場合， )(tf を三角関数で展開したフーリ

エ係数を na ， nb とする．このとき， )(tf の複素フーリエ係数 nj
nn ecc  の絶

対値 nc と偏角 n を， na と nb を用いて表せ．  

 

演習 3.2 関数 )(tf が実数値をとる場合， )(tf は次のように展開表現できる

ことを示せ．ただし， )(tf の複素フーリエ係数を nj
nn ecc  とする．  







1

0 )
2

cos(2)(
n

nn t
T

ncctf 
 

 

演習 3.3 関数 )(tf が実数値をとる場合，次のことを証明せよ．  

(1) )(tf が偶関数であるとき，その複素フーリエ係数は実数になる．  

(2) )(tf が奇関数であるとき，その複素フーリエ係数は純虚数になる．  

 

演習 3.4 次の問に答えよ．  

(1)次の関数 )(tf を   t の範囲で複素フーリエ級数で展開せよ．  

   tttf      )( 2  

(2)  (1)の結果を用いて次の級数を導け．  

124

1

3

1

2

1

1

1 2

2222


    

 

演習 3.5 

(1)図 3.1 に示す矩形パルス列 )(tf の複素フーリエ級数を求めよ．  

(2)パルスの振幅を
a

E
2

1
 としてパルスの幅 a2 を限りなく狭くした場合

（ 02 a ）， (1)で求めたフーリエ級数はどうなるか示せ．  



 

 12

f(t)

0 t

E

T 2T-T a-a
 

図 3.1 矩形パルス列  

 

演習 3.6 

(1)図 3.2 に示す )(tf （正負繰り返し矩形パルス列）の複素フーリエ級数を求

めよ．  

(2)パルスの振幅を
a

E
2

1
 としてパルスの幅 a2 を限りなく狭くした場合

（ 02 a ）， (1)で求めたフーリエ級数はどうなるか示せ．  

f(t)

0 t

E

T 2T-T a-a

-E  

図 3.2 正負繰り返し矩形パルス列  
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［解答 3.1］  

関数 )(tf が実数値をとる場合 na ， nb は全て実数となり，
2

nn
n

jba
c


 であ

るから，絶対値
2

22
nn

n

ba
c


 ，偏角 








 

n

n
n a

b1tan となる．  

 

［解答 3.2］  

関数 )(tf が実数値をとる場合， na ， nb は全て実数となり， n
nn

n c
jba

c 



2

*

であるから，複素フーリエ級数は次のようになる．  































 


























































1
0

1
0

1

*

0

2
cos2       

2
expRe2       

2
exp

2
exp       

2
exp)(

n
nn

n
n

n
nn

n
n

t
T

n
cc

t
T

n
jcc

t
T

n
jct

T

n
jcc

t
T

jnctf









 

 

［解答 3.3］  

関数 )(tf が実数値をとる場合， na ， nb は全て実数となる．また
2

nn
n

jba
c




であるから，次のことがいえる．  

(1)周期関数が偶関数であるとき 0nb であるから， nc は実数
2
na になる．  

(2)周期関数が奇関数であるとき 0na であるから， nc は純虚数
2
nbj になる． 

 

［解答 3.4］  

(1)  関数 )(tf を周期 2T の周期関数とみなして，  
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
















n

jnt
n

n
n ect

T
jnctf

2
exp)(  

と複素フーリエ級数展開すると，フーリエ係数は次のように定まる．  

0n に対しては，
33

1

2

2
)(

2

1 2

0

3
2

0

















 

t
dttdttfc

o
となる．  

0n の場合，  

 

 

   njnjnjn

jntjnjn

jntjntjnjn

jntjnt

jnt
n

n
ee

n
e

jnjn

e
n

e
jn

e
jnjn

dte
jn

e
jn

t

jn
ee

jn

dtte
jn

e
jn

t

dtetfc

1
2121

     

11
     

12

2

1
     

2

2

1
     

)(
2

1

22

2

2

2















































































































































































 

ここで，  

 
 

        nt
n

ee
n

e
n

e
n

njntjntnjntnjntn cos1
4

1
2

1
2

1
2

2222



   

となるから，  

 







1
2

2

cos
1

4
3

)(
n

n

nt
n

tf


 

(2)  前問の結果において 0t における関数の値と級数展開の値を考える．左

辺は， 2)( ttf  より 0)0( f である．また，右辺において 0t のとき 1cos nt

であるから，次の関係式が成り立つ．  


2222

2

4

4

3

4

2

4

1

4

3
0


 

すなわち，
124

1

3

1

2

1

1

1 2

2222


   となる．  

 

［解答 3.5］  
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(1)  振幅 E，幅 a2 の正のパルスが周期 Tで繰り返されているので， )(tf の複

素フーリエ係数 nc は次の式から求められる．  

dtEe
T

c
a

a

t
T

n
j

n 



21

 

0n に対して  

T

aE
dtE

T
c

a

a

21
0    

0n に対して  

T

an

n

E
ee

n

jE
e

n

jT

T

E
c

a
T

n
ja

T

n
j

a

a

t
T

n
j

n




 2
sin

22

222

























 

したがって，パルス列 )(tf は次のようにフーリエ級数に展開される．  









0

2
2

sin2
)(

n
n

t
T

n
j
e

n
T

an
E

T

aE
tf





 

(2)  パルスの振幅を
a

E
2

1
 とすると，(1)で求めたフーリエ級数は次のように

整理される．  














0

2

0

2

2

2
sin11

2
sin

2

11
)(

n
n

t
T

n
j

n
n

t
T

n
j

e

T

an
T

an

TT
e

n
T

an

aT
tf








 

ここで， 02 a とすると 1
2

2
sin



T

an
T

an





であるから，フーリエ級数は次のよう

になる．  
















nn

t
T

n
j

n
n

t
T

n
j

t
T

n

TT
e

T
e

TT
tf

 2
cos2

11111
)(

2

0

2

 

 

［解答 3.6］  

(1)  パルス列の周期は T2 であるので， )(tf の複素フーリエ係数 nc は次の式か

ら求められる．  
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dtEe
T

dtEe
T

c
aT

aT

t
T

n
ja

a

t
T

n
j

n 









 2

2

2

2

2

1

2

1 

 

0n に対して  

0
2

1

2

1
0  




dtE

T
dtE

T
c

aT

aT

a

a
 

0n に対して  

   

    njn
a

T

n
ja

T

n
j

aT
T

n
jaT

T

n
ja

T

n
ja

T

n
j

aT

aT

t
T

n
j

a

a

t
T

n
j

n

n
T

an
E

eee
nj

E

eeee
nj

E

T

n
j

e

T

n
j

e

T

E
c

11
sin

1
2

    

2
    

2






























































































































 

したがって，パルス列 )(tf は次のようにフーリエ級数に展開される．  

  







0

11
sin

)(

n
n

t
T

n
jn e

n
T

an
E

tf





 

(2)  パルスの振幅を
a

E
2

1
 とすると，(1)で求めたフーリエ級数は次のように

整理される .  

     












00

11
sin

2

1
11

sin

2

1
)(

n
n

t
T

n
jn

n
n

t
T

n
jn e

T

an
T

an

T
e

n
T

an

a
tf








 

ここで， 02 a とすると 1
sin



T

an
T

an





であるから，フーリエ級数は次のよう

になる．  

       
















11
0

12
cos

2
cos11

1
11

2

1
)(

mn

n

n
n

t
T

n
jn t

T

m

T
t

T

n

T
e

T
tf


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第 4 章 フーリエ変換の基礎 

 

演習 4.1 次の問に答えよ． 

(1) 図 4.1 に示す次の単一矩形パルス )(tf のフーリエ変換 )(F を求めよ． 

 
 








at

atE
tf

0
)(  

(2) )(F の概形を示し，特徴的な点について述べよ． 

(3) (1)で得られた )(F の逆変換を用いて次の関係式を導け． 





















)(0

)(
2

)(

cos
sin

at

at

at

dt
a 







 

 

f(t)

 ta

E

-a
 

図 4.1 単一矩形パルス 

 

演習 4.2 次の関数（図 4.2(a),(b),(c)）のフーリエ変換 )(F を求めよ． 

(1)
 
 











t

tt
tf

0

sin
)(  

(2)
 
 








at

att
tf

0

cos
)( 0  

(3)
















 







 








t

tt
tf

0

cos1
)(  ただし， 0 とする． 
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t

f(t)

 -

 

(a)正弦関数の一周期分 

t

f(t)


a-a

 

(b)余弦関数の一部 

t

f(t)

 -
 

(c)関数 tcos1 の一周期分 

図 4.2 演習 4.2 の図 

 

演習 4.3 次の関数のフーリエ変換を求めよ． 

(1)階段関数（図 4.3(a)）
 
 








00

01
)(

t

t
tu  

(2)符号関数（図 4.3(a)）








)0(1

)0(1
)sgn(

t

t

t

t
t  



 19

 

u(t)

 t



 
(a)階段関数 

sgn(t)

 t



-1  

(b)符号関数 

図 4.3 演習 4.3 の図 

 

演習 4.4 関数
t

t
t )sgn( のフーリエ変換は




j
F

2
)(  である． )(F をフーリエ

逆変換して結果が
t

t
t )sgn( になることを示せ．ただし，

2

sin
0





dx

x

x
である． 

 

演習 4.5 次の関数（2 乗余弦波） 














)
2

(0

)
2

(cos2
)(

2

a
t

a
tt

atf



 

のフーリエ変換が，次式で与えられることを示せ． 
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




























2

2

2

2

2

1

2
sin)(








a

a

a
a

aF  
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［解答 4.1］ 

(1) 定義にしたがって，フーリエ変換する． 








 a

E
j

ee
E

j

e
EdtEeF

ajaja

a

tja

a

tj sin
2)( 






















  

(2) )(F を次のように変形する． 




a

a
aEF

sin
2)(   

この式から， )(F の概形は図 A4.1 のようになる． 

 

図 A4.1 単一矩形パルスのフーリエ変換 )(F  

)(F の特徴的な点は，次のとおり． 

・ 0 の極限で 1
sin





a

a
であるから aEF 2)(   

・
a

n    ( 3,2,1n )で )(F は 0 になる． 

・ )(F の最初の零点は
a

 0 である． 0 は周波数スペクトルの広がりの目安とな

る． aが小さい方が， 0 は大きくなる．すなわち，パルス幅 a2 が狭い方が，周

波数スペクトルの広がりが大きくなる． 

 (3) 不連続点の扱いに注意して，フーリエ逆変換する． 

 








































)(0

)(
2

)(

cos
sin

        

sincos
sin

        

sin
2

2

1
)(

at

at
E

atE

dt
aE

dtjt
aE

de
a

Etf tj



















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したがって，次のように定まる． 





















)(0

)(
2

)(

cos
sin

at

at

at

dt
a 







 

 

［解答 4-2］ 

(1) 定義に従ってフーリエ変換を求める． 

    
 

 
 

 
   

 
   

 
 
 

 
 

       
 

   
 

   
  1

sin2

1

sin1sin1
         

1

sincos1sincos1
         

1

1sin11sin1

1

1sin

1

1sin
         

112

1
         

1

)

12

1
         

2

1
sin)()(

22

2

2

1111

11

11













































































 











































j
j

j

jjj

j

ee

j

ee

j

j

e

j

e

j

dtee
j

dttedtetfF

jjjj

tjtj

tjtjtjtj

 

(2) 幅 a2 の矩形パルスを次の関数 )(tpa で表すことにする． 

 
 








at

at
tpa 0

1
)(  

2

)()(
cos)()(

00

0

tj
a

tj
a

a

etpetp
ttptf






 であり，フーリエ変換の性質を用いると，

  )()( 0
0  aa
tj Ptpe F である．ここで， )(aP は幅 a2 の矩形パルス )(tpa のフ

ーリエ変換

  a

dteP
a

a

tj
a

sin
2)(  


であるから，問題の関数のフーリエ変換

は次のように求まる． 

   
0

0

0

0 sinsin
)(















aa

F  

(3) 
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 

 

 
 

 

   




























































 










 





































 














 


















 














 








































 



















 
























































































sin
1

2
sinsinsin2

sinsin
/sin2

expexpexpexp

2

1
       

2

1

2

)
1cos1)(

22

//

/

/

/

/

/

/

/

/

j

jj

j

jj

j

ee

j

e

j

e

j

e

dte
ee

dtetF

jj

tjtjtj

tj
tjtj

tj

 

 

［解答 4.3］ 

(1) 階段関数の微分 )(' tu は，デルタ関数 )(t に等しい．すなわち， )()(' ttu  であ

るから，この両辺をフーリエ変換して次の関係を得る． 

1)( Uj  

ただし，階段関数 )(tu のフーリエ変換を )(U とする． 

ここで， 0)(  であるから 

)(1)(  CUj   

としてもよい． 0t を除いて 

1)()(  tutu  

であるから，両辺をフーリエ変換して )(2)()(  UU  

)(2)(
1

)(
1 

























j

C

jj

C

j
 

)(2)(
2  
j

C
 

すなわち， jC  と求まる． 

したがって，階段関数のフーリエ変換は次のように求まる． 

)(
1

)( 


 
j

U  

(2) 1)(2)sgn(  tut であるから， )(
1

)( 


 
j

U を用いて符号関数のフーリエ

変換は次のように求まる． 
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 



 jj

t
2

)(2)(
1

2)sgn( 







F  

 

［解答 4.4］ 




j
F

2
)(  のフーリエ逆変換は次の式で計算できる． 










 d
j

tjt
de

j
tf tj 












sincos12

2

1
)(  



j

tcos
はの奇関数であるから，   にわたる積分は 0 になる． 

0t のとき，フーリエ逆変換は次のように計算される． 

1
2

2sin2sin2sin2
)(

000
 

 













dx

x

x
td

t

t
d
t

tf  

また， 0t のとき 0 tx  となるので，変数変換の際の符号の変化に注意する

と，フーリエ逆変換は次のように計算される． 

   1
2

2sin2sin2sin2
)(

000





 
 








dx

x

x
dx

x

x
td

t

t
tf  

以上のことから，



j

F
2

)(  のフーリエ逆変換は
t

t
t )sgn( になる． 

 

［解答 4.5］ 

 フーリエ変換の定義に従って計算する． 







 










 































 



























 







































 







 






 






 






 









 









 













 









 














































a
j

ee

a
j

ee

j

ee

a
j

e

a
j

e

j

e

dtedtedtedte
ee

dtet
a

dtte
a

F

a

a
j

a

a
j

a

a
j

a

a
ja

j
a
j

a

a

t
a

j

a

a

t
a

ja

a

tj

a

a

t
a

ja

a

t
a

ja

a
tj

a

a
tj

t
a

jt
a

j

a

a
tj

a

a
tj

22

1
22

1

22

1
22

1

2

1

2

1

2
1

2
cos1cos2)(

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2
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





















































 






 

























 






 






 






 



















 










 



2
2

2
2

2

2
2

2
2

2

2

2

1

2
sin

2

2
sin

22
sin2

2
sin

2

2
sin

2

2

12
sin2

2
sin

2

2
sin

2

2

12
sin2

2
2

2
sin

2
2

2
sin

2
sin2








































a

a

a
a

a
a

aaa

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a

a
a
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第 5 章 フーリエ変換の性質 

 

演習 5.1 関数 )(tf のフーリエ変換を )(F とするとき，次の関数 )(tg のフーリエ

変換 )(G を求めよ． 

(1) ttftg 0sin)()(   

(2)
2

)()(
)()(

atfatf
tftg


  

 

演習 5.2 次の問に答えよ． 

(1) 次のガウス関数で表される単一パルス（単一ガウスパルス）のフーリエ変換

)(F を求めよ． 



















2
2

exp)(

t

Etf  

ただし，次の数学公式を用いてよい． 













2

2

0

22

4
exp

2
cos)exp(

a

b

a
dtbtta


 

(2) (1)で得られた )(F をの関数として図示せよ．また，単一ガウスパルスの時間

波形 )(tf とそのフーリエ変換 )(F の関係について，特徴的な点を述べよ． 

 

演習 5.3 デルタ関数 )(t のフーリエ変換は 1)]([ tF で与えられる．これに対す

るフーリエ逆変換を用いて，次の式が成り立つことを示せ． 

 
t

t
t






sin
lim


  

 

演習 5.4 次の関数のフーリエ変換を求めよ． 

 
ta

ta
tf


sin

  

 

演習 5.5 次の関数 )(1 tf ， )(2 tf に対して，畳み込み関数  dtfftf 



 )()()( 21

を求めよ．ただし， 0a とする． 

 
 










00

0
)()( 21

t

te
tftf

at

 

さらに， )(tf のフーリエ変換を求め，その結果が )(1 tf ， )(2 tf のフーリエ変換 )(1 F ，
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)(2 F の積に一致することを確かめよ． 

 

演習 5.6 単一矩形パルス 

 
 








tWt

Wt
tf

,00

01
)(  

の自己相関関数 



 dttftfR ff

*)()()(  を求め，結果を図で示せ． 

 

演習 5.7 自己相関関数 



 dttftfR ff

*)()()(  について，次の関係が成り立つ

ことを示せ． 

 )(Re)0( ffff RR   

 

演習 5.8 次の関数 )(tf とそのフーリエ変換について，パーセバルの等式が成り立

つことを示せ． 

 
 










00

0
)(

t

te
tf

at

 

 

演習 5.9 次の問に答えよ． 

(1)  ttf  exp)( のフーリエ変換を求めよ 

(2) (1)の結果とパーセバルの等式を用いて   


d


 
221

1
を求めよ． 

 

演習 5.10 次の問に答えよ． 

(1)  tttf  exp)sgn()( のフーリエ変換を求めよ．ただし， )sgn(t は次の符号関

数を表す． 









)0(1

)0(1
)sgn(

t

t

t

t
t  

(2) (1)の結果とパーセバルの等式を用いて   



d


0 22

2

1
を求めよ． 
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［解答 5.1］ 

(1)  tjtj ee
j

t 00

2

1
sin 0

  なので  tjtj ee
j

tf
tg 00

2

)(
)(   と表わせる． 

ここで，フーリエ変換の性質    aFtfe jat  )(F を用いると， )(tg のフーリエ変

換 )(G は次のように求まる． 

      002

1

2

)(
)( 00   








  FF

j
ee

j

tf
G tjtjF  

(2) フ ー リ エ 変 換 の 性 質    )()( tfetf j FF   を 用 い る と ，

  )()(  Featf ajF であるから， )(G は次のように求まる． 

 


aF
ee

FG
jaja

cos1)(
2

1)()( 






 




 

 

［解答 5.2］ 

(1) 

















2
2

exp

t

は tについて偶関数であるから，フーリエ変換は次のように変形

できる． 

dtt
t

E

dttj
t

EF















































0

2

2

cos
2

exp2         

)exp(
2

exp)(









 

ここで，

2

a ， b とおいて積分公式を用いれば次のようにフーリエ変換が求

まる． 



















2

4
exp

2
)(

 E
F  

(2) 単一ガウスパルス )(tf のフーリエ変換 )(F は，図 A5.1 に示すようにのガウ

ス関数になる． 

)(tf と )(F の関係で特徴的な点は，次のとおり． 

・
20


t で )(tf は )0(f の 1e となる．一方， )(F は


 4

0  で )0(F の 1e となる． 

0t と 0 は，それぞれ時間領域での広がりと周波数スペクトルの広がりの目安と

みなすことができる． が大きい方がパルスの時間的な広がり 0t が大きくなる

が，周波数スペクトルの広がり 0 は小さくなる． 



 29

・パルスの時間的な広がり 0t と周波数スペクトルの広がり 0 の積は 200 t で一

定である． 

F()

0 

E 


4


- 4


F(0)=

F(0)
e

 
図 A5.1 単一ガウスパルスのフーリエ変換 )(F  

 

［解答 5.3］ 

1)]([ tF のフーリエ逆変換から，デルタ関数 )(t は次のように表わされる． 

 

t

t

jt

tj

jt

e
dedet

jt
jttj



































sin
lim

sin2
lim

2

1
        

lim
2

1
lim

2

1

2

1




















 

 

 

［解答 5.4］ 

 幅 a2 ，振幅 1 の単一矩形パルスのフーリエ変換は



a

a
a

sin
2 である。これを用

いると，幅 a2 ，振幅
a2

1
の単一矩形パルス  tg のフーリエ変換は

 



a

a
G

sin
 となる．フーリエ変換の対称性を用いると  tG のフーリエ変換は

  g2 であるから，  tf   tG のフーリエ変換は次のように求まる． 

 











)(0

)(
1

2



a

a
ag  

 

［解答 5.5］ 

0 において 0)(1 f であるから，畳み込み関数は 


 




0 221 )()()()(   dtfedtfftf a  

で計算される．さらに， t において 0)(2 tf であるから，畳み込み関数 )(tf

は，次のように求まる． 



 30

(i) 0t のとき 

  att att taa tededeetf    00
)(   

(ii) 0t のとき 

0)( tf  

 

次に， )(tf のフーリエ変換を求める． 

 

 
 

 

   20

0
0

0

11
         

1
         

)()(














jaja

e

ja

dte
jaja

te

dtetedtetfF

tja

tja
tja

tjattj

































 



 








 

一方，



ja

FF



1

)()( 21 であるから， )()()( 21  FFF  が成り立つ．す

なわち， )(1 tf と )(2 tf の畳み込み関数 )(tf のフーリエ変換は， )(1 tf ， )(2 tf のフー

リエ変換 )(1 F ， )(2 F の積に一致する． 

 

［解答 5.6］ 

自己相関関数 



 dttftfR ff

*)()()(  は次のようにして求まる．ただし， )(tf

は実数値のみをとるので )()( * tftf  としてよい． 

(i) W の場合， )( tf  と )(tf の重なりはないので 0)( ffR  

(ii) 0 W の場合， )( tf  と )(tf は Wt  で重なるので 




  WdtR
W

ff )(  

(iii) W0 の場合， )( tf  と )(tf は  Wt0 で重なるので 




 


WdtR
W

ff 0
)(  

(iv) W の場合， )( tf  と )(tf の重なりは無いので 0)( ffR  

自己相関関数 )(ffR は，図 A5.2 のようになる． 
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R
ff
()

 W-W

W

 

図 A5.2 単一矩形パルスの自己相関関数 

 

［解答 5.7］ 

0)()(
2 




dttftf   

より，次の関係が成り立つ． 

dttftfdttftfdttftfdttftf 















 )()()()()()()()( **** 

ここで 

)0()()()()( **
ffRdttftfdttftf  








  

であり， 

 )(Re2)()(Re2)()()()( ***  ffRdttftfdttftfdttftf 



  













であるから，次の関係が成り立つ． 

 )(Re)0( ffff RR   

 

［解答 5.8］ 

関数 )(tf のフーリエ変換は 

 

  





jaja

e
dteedtetfF

tja
tjattj














 



 
1

)()(
0

0
 

であるから， 






























2

2
2

2

2
222

22

2
2

costan

1
                   

11
)(




















aa

d
d

a

aa

d
a

d
ja

dF

 

一方， 
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aa

e
dtedttf

at
at

2

1

2
)(

0

2

0

22 










 

   

したがって，パーセバルの等式 dttfdF 







 22

)()(
2

1 


が成り立つ． 

 

［解答 5.9］ 

(1)  ttf  exp)( のフーリエ変換は次のように求まる． 

     

   

2

0

101

0

10 1

1

2

1

1

1

1
                              

11
                              

exp















































 







 

jj

j

e

j

e

dtedtedtet

tjtj

tjtjtj

 

(2) (1)の結果をパーセバルの等式にあてはめると，次のようになる． 

dted t

















2
2

2 2
1

2 


 

これを整理すると，次の結果を得る． 

  222221

1

0

202

0

20 2
22










































 







 





 
tt

tt ee
dtedted  

 

［解答 5.10］ 

(1)  tttf  exp)sgn()( のフーリエ変換は，次のように求まる． 

     

   

2

0

101

0

10 1

1

2

1

1

1

1
                                   

11
                                   

exp)sgn(




















































 







 

j

jj

j

e

j

e

dtedtedtett

tjtj

tjtjtj

 

(2) (1)の結果をパーセバルの等式にあてはめると，次のようになる． 

dted t

















2
2

2
2

1

2 


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これを整理すると，次の結果を得る． 

  222221 0

202

0

20 2
22

2 









































 







 





 
tt

tt ee
dtedted  

左辺の被積分関数  22

2

1 



はの偶関数であるから，次の結果を得る． 

  410 22

2 









d  
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第 6 章 フーリエ変換と線形システム 

 

演習 6.1 インパルス応答が次の )(th で与えられる線形システムを考える． 









)1,0(0

)10(
)(

tt

tt
th  

この線形システムに，次の矩形パルス )(tf を入力として加えたときの出力を求めよ． 

 








)1,0(0

)10(1
)(

tt

t
tf  

 

演習 6.2 インパルス応答が次の )(th で与えられる線形システムを考える． 











)0(0

)0(
)(

t

te
th

ct

 

この線形システムに，次の矩形パルス )(tf を入力として加えたときの出力を求めよ． 

 








),0(0

)0(1
)(

tat

at
tf  

ただし， 0 , ca とする． 

 

演習 6.3 図 6.1(a)～(c)に示す線形回路において，抵抗 R の両端の電圧 )(tvR を応答

と考える．それぞれの回路において，デルタ関数を入力として与えたときの応答（イ

ンパルス応答）のフーリエ変換 )(H を求めよ． 

vR(t)

L

R(t)

 

(a)LR 直列回路 
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C

vR(t)

L

R(t)

 

(b)LCR 直列回路 

C vR(t)

L

R(t)

 

(c)LCR 直並列回路 

図 6.1 線形回路 

 

演習 6.4 関数 )(tf は実数値のみをとる関数であるとする． )(tf のフーリエ変換

)(F の実数部を )(R ，虚数部を )(X として 

)()()(  jXRF   

と表わすことにする．このとき，次の問いに答えよ． 

(1) )(R ， )(X はそれぞれ次のように表わされることを示せ． 

dtttfX

dtttfR




















sin)()(

cos)()(
 

(2) )(tf の偶関数部分を )(tfE ，奇関数部分を )(tfO として )()()( tftftf OE  と表

すことにする．このとき， )(R ， )(jX は，それぞれ )(tfE ， )(tfO のフーリエ変

換に等しいことを示せ． 

 

演習 6.5 0t において 0)( tf となるような時間関数を因果関数とよぶ．因果関

数の 0t における値は， )(tf のフーリエ変換の実数部 )(R あるいは虚数部 )(X
のみで次のように表現できることを示せ．ただし， )(tf は実数値のみをとる関数と

する． 







dtXdtRtf 



00

sin)(
2

cos)(
2

)(  
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［解答 6.1］ 

 線形システムの出力 )(tg は，入力 )(tf とインパルス応答 )(th の畳み込み積分 

 dhtftg 



 )()()(  

で求められる．問題で与えられる )(th を用いると 

 dtftg  
1

0
)()(  

となる． )( tf と積分範囲 10  の関係は図 A6.1(a)～(d)のようになるので，

上式は次のように計算される． 

(a) 0t の場合， 10  で 0)( tf であるから 0)( tg となる． 

(b) 10  t の場合， t0 で 1)( tf ， 1t で 0)( tf であるから

)(tg は次のように求まる． 

22
)(

2

0

2

0

t
dtg

t
t









 

  

(c) 21  t の場合， 10  t で 0)( tf ， 11  t で 1)( tf である

から )(tg は次のように求まる． 

  tttdtg
t

t














22

1

1

21

1 2

1
1

2

1

2

1

2
)(

  

(d) t2 の場合， 10  で 0)( tf であるから 0)( tg となる． 

 

以上をまとめると，出力は次のようになる． 






















)21(
2

)10(
2

)2,0(0

)(
2

2

tt
t

t
t

tt

tg  

 

h()

0 

f(t-)

tt-1

1

1  
(a) 0t の場合 
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h()

0 

f(t-)

tt-1

1

1  

(b) 10  t の場合 

h()

0 

f(t-)

tt-1

1

1  

(c) 21  t の場合 

h()

0 

f(t-)

tt-1

1

1  

(d) t2 の場合 

図 A6.1 解答 6.1 の説明図 

 

［解答 6.2］ 

 線形システムの出力 )(tg は，入力 )(tf とインパルス応答 )(th の畳み込み積分で

求められるから，問題で与えられる )(th を用いると 

  detftg c
 

0
)()(  

となる． )( tf と積分範囲の関係を考えると，上式は次のように計算される．（図

A6.2 参照） 

(a) 0t の場合， 0 で 0)( tf であるから 0)( tg となる． 

(b) at 0 の場合， t0 で 1)( tf ， t で 0)( tf であるから )(tg
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は次のように求まる． 

c

e

c

e
detg

cttc
t c


 











 
1

)(
0

0


   

(c) ta  の場合， tat   で 1)( tf ，これ以外の範囲で 0)( tf であ

るから )(tg は次のように求まる． 

c

e
e

c

ee

c

e
detg

ac
ct

ctatct

at

ct

at

c 1
)(

)( 














 











   

以上をまとめると，出力は次のようになる． 




























)(
1

)0(
1

)0(0

)(

ta
c

e
e

at
c

e
t

tg

ac
ct

ct

 

h()

0 

f(t-)

tt-a

1

 
(a) 0t の場合 

h()

0 

f(t-)

tt-a

1

 

(b) at 0 の場合 
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h()

0 

f(t-)

tt-a

1

 

(c) ta  の場合 

図 A6.2 解答 6.2 の説明図 

 

［解答 6.3］ 

 いずれも正弦波交流 tje  を入力した場合の定常応答 )(tvR を求めればよい． 

(1) 回路に流れる電流は
LjR

e tj






I であるから， R

LjR

e
V

tj

R 




  

したがって，インパルス応答のフーリエ変換は
LjR

R
H





)( と求まる． 

(2) 回路に流れる電流は

Cj
LjR

e tj






1


I であり， 

tj
tj

R e
CRjLC

CRj
R

Cj
LjR

e
V 







 





211

  

したがって，
CRjLC

CRj
H





 21
)(  

(3) インダクタンスに流れる電流は

Cj
R

Cj

R

Lj

e tj







1




I であり， 

抵抗 R に流れる電流は 

  LjLCR

e

Cj
R

Cj

Cj
R

Cj

R

Lj

e tjtj




















211

1

1
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と求まる．したがって，  
tj

R e
LjLCR

R
V 

 


21
 であり， )(H は次のように

求まる． 

  LjLCR

R
H







21
)(  

 

［解答 6.4］ 

(1) 関数 )(tf は実数値のみをとるので，そのフーリエ変換は次のようになる． 

dtttfjdtttfdtetfF tj 












    sin)(cos)()()(  

したがって， dtttfR 



  cos)()( ， dtttfX 




  sin)()( となる． 

(2) )()()( tftftf OE  を用いると次のようになる． 

  dtttfdtttftfdtttfR EOE 











  cos)(cos)()(cos)()(  

ここで， ttfO cos)( は tの奇関数であるから  t にわたる積分は 0 になる

ことを用いている．上式の計算を進めると，次のようになる． 

dtetfdtetfdtetf

dtetfdtetfdt
ee

tfR

tj
E

tj
E

tj
E

tj
E

tj
E

tjtj

E





































 






 











)()(')'(
2

1
         

)()(
2

1

2
)()(

'

 

すなわち， )(R は )(tfE のフーリエ変換に等しい． 

同様に， ttf E sin)( が tの奇関数であることを用いると， )(jX は次のように変

形できる． 

 

 

dtetfdtetfdtetf

dtetfdtetf

dteetfdtttfj

dtttftfjdtttfjjX

tj
O

tj
O

tj
O

tj
O

tj
O

tjtj
OO

OE






















































 






 













)()(')'(
2

1
            

)(')'(
2

1
            

)(
2

1
sin)(            

sin)()(sin)()(

'

'

 

すなわち， )(jX は )(tfO のフーリエ変換に等しい． 

 

［解答 6.5］ 

因果関数 )(tf では 0t で 0)( tf であり，その偶関数部 )(tf E と奇関数部 )(tfO
が互いに打ち消しあう．したがって， 0t における )(tf は 

   )(2)(2)( tftftf OE   
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である． 

一方，演習 6.4 の結果より関数 )(tfE のフーリエ変換が )(R であるから， )(R の

フーリエ逆変換を考えると次のようになる． 

  





 dtjtRdeRtf tj
E 








 sincos)(

2

1
)(

2

1
)(  

さらに， dtttfR 



  cos)()( より )(R はの偶関数であるから 




dtRtf E 



0

cos)(
1

)(  

となる． )(2)( tftf E であるから，次の関係を得る． 




dtRtf 



0

cos)(
2

)(  

 同様に，関数 )(tfO のフーリエ変換が )(jX であるから 

     





 dttjXdejXtf tj
O 








 sincos)(

2

1
)(

2

1
)(  

さらに， dtttfX 



  sin)()( より )(X はの奇関数であるから 




dtXtfO 



0

sin)(
1

)(  

)(2)( tftf O より，次の関係を得る． 




dtXtf 



0

sin)(
2

)(  
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第 7 章 標本化定理 

 

演習 7.1 次の問に答えよ． 

(1)デルタ関数 )(t を一定の間隔 sT ごとに繰り返して重ね合わせた関数は







n

sT nTtt )()(  と表すことができる．この関数を周期 sT の周期関数とみな

して複素フーリエ級数で展開し，次の式を導け． 















n ss
T t

T

n
j

T
t

 2
exp

1
)(  

(2) 













n ss
T t

T

n
j

T
t

 2
exp

1
)( のフーリエ変換を求めよ． 

(3) 関数 )(tf を一定の間隔 sT でサンプリングした関数値列は 







n

sss nTttfTtf )()()(   

と表すことができる． )(tf s のフーリエ変換は，もとの関数 )(tf のフーリエ変換

)(F が角周波数
sT

2
の間隔で周期的に現れる形になることを示せ． 

 

演習 7.2 連続時間信号 tje  を一定の時間間隔 sT ごとにサンプリングして得られる

離散時間信号が周期関数になる条件を求めよ． 

 

演習 7.3 次の信号をサンプリングする場合に，エリアシングが発生しない最小の

サンプリング周波数を求めよ． 

(1) 





 

3

2
2cossin 00

 tt  

(2) t0
2sin   
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［解答 7.1］ 

(1) )(tT は周期 sT の周期関数であるから，次のように複素フーリエ級数で展開する

ことができる． 














n s

nT t
T

n
jct

 2
exp)(  

ここで，フーリエ係数の定義から 

s

T

T
ss

n T
dtt

T

n
jt

T
c

s

s

12
exp)(

1 2/

2/









 

  

と求まる．したがって， 













n ss
T t

T

n
j

T
t

 2
exp

1
)(  

(2) 定義に従って与式をフーリエ変換する． 

 

 


































































n ssn ss

n

tj

ss

tj
T

T

n

T
dtt

T

n
j

T

dtet
T

n
j

T
dtet



 

222
exp

1
                        

2
exp

1
)(

 

(3) )(tf s のフーリエ変換を計算する．(1)の結果を利用して， 

 

 

  
















































n

tj

s

tj

n s

tj

n
sss

dtet
T

n
jtf

dtet
T

n
jtfdtenTttfTtf









2
exp)(               

2
exp)()()()(F

 

さらに，フーリエ変換の性質    )()(exp kFtfjkt  F を用いれば， 

  


































n sn s
s T

n
Ft

T

n
jtftf

 22
exp)()( FF  

となる．すなわち，  )(tf sF は )(F が角周波数
sT

2
の間隔で周期的に繰り返される

形となる． 

 

［解答 7.2］ 

 時間原点を 0t として，一定の時間間隔 sT ごとにサンプリングして離散時間信号を

得るものとする．得られた離散時間信号がN 個のサンプリングごとに周期性をもつ

とすると，次の条件が成り立つ． 
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      00 expexp tTnNjtnTj ss    

これより， 

  1exp sNTj  

 mNTs 2  （mは整数） 

すなわち，
N

mTs 



2

となり，



2

sT が有理数
N

m
になることが条件となる． 

 

［解答 7.3］ 

(1) 信号に含まれる最も高い周波数成分は




 00

2

2
mf であるから，エリアシン

グが発生しないようにするためには

02

2 mf 以上のサンプリング周波数でサン

プリングしなくてはいけない．  

(2) 信号は
2

2cos1
sin 0

0
2 t

t





 であり，含まれる周波数は




 00

2

2
mf である．

エリアシングが発生しないようにするためには，

02

2 mf 以上のサンプリング周

波数でサンプリングしなくてはいけない． 
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第 8 章 離散フーリエ変換 

 

演習 8.1 周期 N の離散信号 )(nf  ( 1,2,1,0  Nn  )からなる信号列 )}({ nf の離

散フーリエ変換 





1

0

)()(
N

n

kn
NWnfkF  ( 1,2,1,0  Nk  )について，次のことを示

せ．ただし， 






N
jWN

2
exp である． 

(1) )(kF は N の周期性をもつ．すなわち )()( kFkNF  が成り立つ． 

(2) )}({ nf が実数値のみをとるとき， )()( * kNFkF  となる． 

(3) )}({ nf の複素共役 })({ *nf の離散フーリエ変換は *)( kF  となる． 

 

演 習 8.2  信 号 列 )}({ nf の 離 散 フ ー リ エ 変 換 を 





1

0

)()(
N

n

kn
NWnfkF  

( 1,2,1,0  Nk  )とするとき，次のパーセバルの等式が成り立つことを証明せよ． 











1

0

2
1

0

2
)(

1
)(

N

k

N

n

kF
N

nf  

 

演習 8.3 次の離散信号の離散フーリエ変換を求めよ．ただし，いずれも信号には N

の周期性があるものとする． 

(1) 
















2320

11
2

1
01

)(1

,N-,,n

,N-n

n

nf



 

(2) 













2320

111-

01

)(2

,N-,,n

,N-n

n

nf



 

(3)  
   














12/32/11-

2/1,211

00

)(3

,N-,N,Nn

N-,,n

n

nf



 （N は奇数） 

 

演習 8.4 次の離散信号列 )(1 nf ， )(2 nf の離散フーリエ変換を )(1 kF ， )(2 kF

とする． 
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















2320

11
2

1
01

)(1

,N-,,n

,N-n

n

nf



， 













2320

111-

01

)(2

,N-,,n

,N-n

n

nf



 

 )(1 nf ， )(2 nf に対して，次の式で畳み込み演算を定める． 

  





1

0
21 )()(

N

j

jnfjfng   ( 1,,2,1,0  Nn  ) 

畳み込み演算によって得られる信号列 )(ng の離散フーリエ変換を )(kG とした

とき， )()()( 21 kFkFkG  が成り立つことを確かめよ． 

 

演習 8.5 サンプリング区間
22

T
t

T
 に対して，次の窓関数 )(tw を考える． 

(1) 方形窓 1)( tw  

(2) ハン窓 







T

t
tw 2cos

2

1

2

1
)(  

それぞれの窓関数に対して，サンプリング区間を等間隔で N 個サンプリングして

得られる信号列 )(nw  ( 1,,2,1,0  Nn  )の離散フーリエ変換 )(kW を求めよ． 
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［解答 8.1］ 

(1)   









 
1

0

1

0

)()()(
N

n

Nn
N

kn
N

N

n

nkN
N WWnfWnfkNF  

ここで，   12exp  njW Nn
N であるから次の式が成り立つ． 

)()()(
1

0

kFWnfkNF
N

n

kn
N  





  

(2) )}({ nf が実数値のみをとるとき， 

 









 









1

0

*
*1

0

* )()()(
N

n

kn
N

N

n

kn
N WnfWnfkF  

となる．ここで，
1* 2

exp 





 NN W

N
jW


であるから次の関係が成り立つ． 

)()()()(
1

0

* kNFkFWnfkF
N

n

kn
N  





 

最後の )()( kNFkF  は，(1)で示した )(kF の周期性を用いている． 

(3) 





1

0

)()(
N

n

kn
NWnfkF の両辺の複素共役は次のように変形することができる． 












1

0

)(*
1

0

** )()()(
N

n

nk
N

N

n

kn
N WnfWnfkF  

ここで， kを k と書き換えると 





1

0

** )()(
N

n

kn
NWnfkF となり， })({ *nf  の離

散フーリエ変換は
*)( kF  で与えられることがわかる． 

 

［解答 8.2］ 








N
jWN

2
exp を用いて 






1

0

)()(
N

n

kn
NWnfkF と表わせるから， 



 




























































1

0

)(
1

0

1

0

*

1

0

1

0

*
1

0

1

0

*
1

0

2

)()(                 

)()(                 

)()()(

N

k

nmk
N

N

n

N

m

N

k

N

m

km
N

N

n

kn
N

N

k

N

k

Wmfnf

WmfWnf

kFkFkF

 

ここで， 

 













  











nm

nmN
nm

N
jkW

N

k

N

k

nmk
N :0

:2
exp

1

0

1

0

)( 
 

であるから， 
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













1

0

2
1

0

*
1

0

2
)()()()(

N

n

N

n

N

k

nfNnfnfNkF  

となり，パーセバルの等式が成り立つ． 

 

［解答 8.3］ 








N
jWN

2
exp であるから，

kN
NW


などを用いる． 

(1) 

 

 
k

N

WWWW

WNfWffWnfkF

k
N

k
N

kN
N

k
N

kN
N

k
N

N

n

kn
N

2
cos1

22
1

22
1        

)1()1()0()()(

1

1
111

1

0
11













 

(2) k
N

WWWnfkF k
N

k
N

N

n

kn
N

2
cos211)()(

1

0
22  





  

(3) 

        
          

        






 























k
N

N
k

N
k

N
j

WWWWWW

WWWWWW

WWWWWW

WnfkF

kN
N

kN
N

k
N

k
N

k
N

k
N

kN
N

kN
N

kN
N

k
N

kN
N

k
N

kN
N

kN
N

kN
N

kN
N

k
N

k
N

N

n

kn
N

2

12
sin2

2
sin

2
sin2        

        

        

        

)()(

2/12/122

2/12/1221

122/12/12

1

0
33










 

 

［解答 8.4］ 

まず )(ng を求める． 

 

0
2

1

2

1
1)1()1()1()1()0()0(        

)1()1()1()1()0()0(        

)()(0

212121

212121

1

0
21










fNfNffff

NfNfffff

jfjfg
N

j

 

 

2

1

2

1
1)2()1()0()1()1()0(        

)1()(1

212121

1

0
21








fNfffff

jfjfg
N

j  
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 

2

1
)3()1()1()1()2()0(        

)2()(2

212121

1

0
21








fNfffff

jfjfg
N

j  

 

2

1
)1()1()3()1()2()0(               

)2()(2

212121

1

0
21



 




NfNfNffNff

jNfjfNg
N

j  

 

2

1

2

1
1)0()1()2()1()1()0(               

)1()(1

212121

1

0
21



 




fNfNffNff

jNfjfNg
N

j  

これらを用いると， )(ng の離散フーリエ変換は次のように求まる． 

    

  k
N

k
N

WWWW

WWWWWngkG

k
N

k
N

k
N

k
N

kN
N

kN
N

k
N

k
N

N

n

kn
N

 4
cos

2
cos

2

1
         

2

1
)()(

22

122
1

0













 

一方，  )(1 nf ， )(2 nf の離散フーリエ変換 )(1 kF ， )(2 kF に演習 8.3 の結果

を用いると 

k
N

k
N

k
N

k
N

k
N

k
N

kFkF





4
cos

2
cos

2
cos2

2
cos 1                   

2
cos21

2
cos1)()(

2

21









 





 

 

となり，確かに )()()( 21 kFkFkG  が成り立つ． 

 

［解答 8.5］ 

 区間T を N 等分してサンプリングするので，サンプリング点は
N

T
n

T
tn 

2
 

( 1,,2,1,0  Nn  )となる． 

(1) 方形窓の場合，全てのサンプリング時刻で 1)( nw であるから，信号列 )(nw の

離散フーリエ変換は次のように求まる． 











 
1

0

1

0

)()(
N

n

kn
N

N

n

kn
N WWnwkW  

ただし， 






N
jWN

2
exp である． 

(i) 0k の場合， 1k
NW であるから 
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NWkW
N

n

kn
N 






1

0

)(  

(ii) 0k の場合， 1N
NW であることを用いると 

0
1

1
)(

1

0





 





 k
N

kN
N

N

n

kn
N

W

W
WkW  

すなわち， )(nw の離散フーリエ変換は次のように求まる． 









)0(0

)0(
)(

k

kN
kW  

(2) ハン窓の場合，
N

T
n

T
tn 

2
におけるサンプリング値 )(nw は，次の式に従って

定まる． 























 

N

n

N

T
n

T

T
nw

 2
cos

2

1

2

1

2

2
cos

2

1

2

1
)(  

したがって，信号列 )(nw の離散フーリエ変換は，次の式で求められる． 

    































































































1

0

11
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

4

1

2

1
          

2
exp

2
exp

4

1

2

1
          

2
cos

2

1

2

1
          

2
cos

2

1

2

1
)(

N

n

nk
N

nk
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

WWW

N

n
j

N

n
jWW

N

n
WW

W
N

n
kW







 

ここで， 1 N
N

N
N WW であることを用いると，次のように離散フーリエ変換

が求まる． 

(i) 0k の場合 

 

21

1

1

1

4

1

2
         

4

1

2
)(

1

0
1

1

0

N

W

W

W

WN

WW
N

kW

N

n N

N
N

N

N
N

N

n

n
N

n
N





































 

(ii) 1k の場合 

41

1

4

1

1

1

2

1
)(

2

2

1

N

W

W
N

W

W
kW

N

N
N

N

N
N 
















 






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(iii) kが上記以外の場合，  

 

 

 

  0
1

1

1

1

4

1

1

1

2

1
)(

1

1

1

1























 











k
N

Nk
N

k
N

Nk
N

k
N

kN
N

W

W

W

W

W

W
kW  

すなわち， )(nw の離散フーリエ変換は次のように求まる． 






















)1,0(0

)1(
4

)0(
2

)(

kk

k
N

k
N

kW  
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第 9 章 高速フーリエ変換 

 

演習 9.1 次の問に答えよ． 

(1) 周期T の周期関数を一定間隔
4

T
Ts  でサンプリングして得られる次の離散信号

列 )}({ nf と )}({ ng )3,2,1,0( n の離散フーリエ変換を求めよ．ただし，
T

 2
0  と

する． 

(a)   





 

2
sincos21)( 00

 ss nTnTnf  

(b)  ss nTnTng 00 sin
2

cos21)(  





   

(2) )}({ nf を m サンプリング間隔だけ時間軸上でシフトした離散信号列を )}({ ng と

すると，各々の離散フーリエ変換 )(kF と )(kG の間には 

)()( kFWkG km
N
  

という関係が成り立つ．(1)の結果を用いて，このことを確かめよ． 

 

［解答 9.1］ 

(1) 4N の場合， jjW 







2
exp4


であるから， 

















































jj

jj

jj

jj

11

1111

11

1111

11

1111

11

1111
*

*
4M  

(a)信号列を表す式は次のように整理される． 

2
cos31

22
sin

2
cos21)(

 nnn
nf 






   

これより， 4 )0( f ， 1 )1( f ， 2 )2( f ， 1 )3( f であり，この離散フーリエ変

換は，次のように求まる． 
































































6

0

6

4

1

2

1

4

11

1111

11

1111

jj

jj
F  

(b)信号列を表す式は次のように整理される． 
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2

sin31
2

sin
22

cos21)(
 nn

nng 





   

これより， 1 )0( g ， 4 )1( g ， 1 )2( g ， 2 )3( g であり，この離散フーリエ変

換は，次のように求まる． 
































































j

j

jj

jj

6

0

6

4

2

1

4

1

11

1111

11

1111

G  

(2)まず，信号列 )(nf と )(ng を比べると，   1,2,1,4)( nf ，   2,1,4,1)( ng と

なっており， )(ng は信号列 )(nf を 1 サンプル点だけシフトしたものになっている．

また，(1)で(a)と(b)の結果を比べると， 

)0()0()0( 0
4 FFWG  ， )1()1()1( 1

4 jFFWG  
， 

)2()2()2( 2
4 FFWG  

， )3()3()3( 3
4 jFFWG    

という関係が成り立つ．すなわち， 4N ， 1 m として， )()( kFWkG km
N
  

( 3,2,1,0 k )なる関係が成り立っている． 
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第 10 章 ラプラス変換の基礎 

 

演習 10.1 図 10.1(a)～(c)に示す関数 )(tf のラプラス変換を求めよ。 

f(t)

 T



t2T

         

f(t)

 T



t

 

(a)                                                          (b) 

f(t)

 T



t2T

 

(c) 

図 10.1 

 

演習 10.2 次の関数 )(tf のラプラス変換を求めよ．ただし，いずれの関数も 0t で

0)( tf である．また， 0a とする． 

(1)








)(1

)0(1
)(

ta

at
tf  

(2)








)1(

)10(1
)(

tt

t
tf  

(3)







  )1(

)10(1
)( )1( te

t
tf ta

 

 

演習 10.3 次の関数 )(tf のラプラス変換を求めよ．ただし，いずれの関数も 0t で

0)( tf である． 

(1) 2)( tttf   

(2)  21)( ttf   
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(3) attetf )(  

(4)    ttf sin)(     ( は定数) 
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[解答 10.1] 

いずれも定義に従ってラプラス変換を求める． 

(1) 

 
s

e

s

ee

s

e

s

e

s

e
dtedtesF

TsTsTsTs

T

T

stTst
T

T

stT st

22

2

0

2

0

11
        

 )(



































 
 

(2)  

2

0

2

0
0

0

1
        

1
        

)(

Ts

e

s

e

Ts

e

s

e

s

e
dte

Tss

e

T

t

dtedte
T

t
sF

TsTsTstTs

T

st
T st

Tst

T

stT st








 














































 

(3)  

 
2

2

2

2

2

2

2

0

2

2
2

0
0

2

0

11
        

        

1
2

1
        

2)(

Ts

e

Ts

ee

Ts

e

Ts

e

s

e

Ts

e

s

e

dte
Tss

e

T

t
dte

Tss

e

T

t

dte
T

t
dte

T

t
sF

TsTsTsTs

T

T

stTsTstTs

T

T

st

T

T

st
T st

Tst

T

T

stT st



























































 


















 





 

 

[解答 10.2] 

いずれも定義に従ってラプラス変換を求める． 

(1) 

s

e

s

e

s

e

s

e

s

e
dtedtesF

asasas

a

stast

a

sta st



 



























 
211

        

)(
0

0

 

(2) 
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2

1

2

1
1

1

0

1

1

0

11
        

        

)(

s

e

ss

e

s

e

s

e

dt
s

e

s

e
t

s

e

dtetdtesF

sstss

ststst

stst



 

 












































 

(3) 

as

e

s

e

as

e
e

s

e

as

e
e

s

e
dteedtesF

ssas
a

s

tas
a

st
sttast





































  
11

        

)(
)(

)(

1

)(1

0
1

)1(1

0

 

  

[解答 10.3] 

いずれも定義に従ってラプラス変換を求める． 

(1) 

32

0

320 2

0

2

0
0

2

0

2

21
2

1
2)21(        

)21()()()(

sss

e

s
dt

s

e

s

e
t

dt
s

e
t

s

e
ttdtettsF

ststst

stst
st





































 

  




 

(2) 

32

0

32

0 2

0

2

0
0

2

0

2

221221
        

2
)1(2

1
        

)1(2)1()1()(

ssss

e

ss

dt
s

e

s

e
t

s

dt
s

e
t

s

e
tdtetsF

st

stst

stst
st







































 

  





 

(3) 

 

 
 

 

2

0

20
0

00

)(

1

)(

1

)(
        

)(

asas

e
dte

asas

et

dtetdtetesF

tas
tas

tas

tasstat





























 



  




 

(4)  



 58

      
   

22

00

00

sincos
        

11

2

sin11

2

cos
        

1

2

sincos1

2

sincos
        

1

2

1

222
        

2

1
sin)(

































































































   

s

s

jsjsjsjsj

jsj

j

jsj

j

jsj

e

jsj

e

js

e

j

e

js

e

j

e

dteeee
j

dtetsF

jjtjsjtjsj

tjsjtjsjst
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第 11 章 ラプラス変換の性質 

 

演習 11.1 次の関数のラプラス変換を求めよ． 

(1) attetf )(  

(2) atettf 2)(   

 

演習 11.2 2
0

2
0

0 ][sin






s

tL とラプラス変換の性質   )0()()(' fssFtf L を用

いて， t0cos のラプラス変換を求めよ． 

 

演習 11.3 関数 )(tf のラプラス変換が   )()( sFtf L であるとき，次の式が成り立つ

ことを示せ． 

   
n

n
nn

ds

sFd
tft

)(
1)( L  

 

演習 11.4 次の関数のラプラス変換を求めよ． 

(1) tttf 0sin)(   

(2) tttf 0cos)(   

(3) tettf at
0

2 sin)(   

 

演習 11.5  
2

1
log)()(





s

s
sFtfL のとき，関係式  

ds

sdF
ttf

)(
)( L を用いて )(sF

のラプラス逆変換 )(tf を求めよ． 

 

演習 11.6 次の関数 )(1 tf と )(2 tf に対してたたみ込み関数 

 dtffff 



 )()(* 2121  

を求め，そのラプラス変換について ][][][ 2121 ffff LLL  が成り立つことを示せ． 

 
 








00

0cos
)(1 t

tt
tf  

 
 








00

0sin
)(2 t

tt
tf  
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演習 11.7 たたみ込み関数のラプラス変換を用いて，次のラプラス逆変換を求めよ．

ただし， 0 とする． 

(1)  222

1

s
 

(2)  222

2

s
s
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［解答 11.1］ 

(1) 2

1
][
s

t L であるから，ラプラス変換の性質   )()( asFtfeat L を用いて 

 2
1

][
as

teat


L  

(2) 3
2 2
][
s

t L であるから，ラプラス変換の性質   )()( asFtfeat L を用いて 

 3
2 2

][
as

et at


L  

 

［解答 11.2］ 

 ttf 0sin)(  と考えると， ttf
dt

d
00 cos)(  ， 0)0( f であるから , 

  )0()()(' fssFtf L を用いれば t0cos のラプラス変換は次のように求まる． 

   
2

0
20

0
0

0
0 sinsin

1
cos






















s

s
t

s
t

dt

d
t LLL  

 

［解答 11.3］ 

関数 )(tf のラプラス変換の定義 dtetfsF st
 

0
)()( で，両辺を sで微分すると， 

  dtetftdt
ds

de
tfdtetf

ds

d

ds

sdF st
st

st 
    

000
)()()(

)(
 

したがって，次式が成り立つ． 

 
ds

sdF
ttf

)(
)( L  

同様に， 

  dtetftdt
ds

ed
tf

ds

sFd stn

n

stn

n

n


  


00

)()(
)(

 

より 

   
n

n
nn

ds

sFd
tft

)(
1)( L  

 

［解答 11.4］ 
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 (1) 2
0

2
0

0 ][sin






s

tL と，ラプラス変換の性質  
ds

sdF
ttf

)(
)( L を用いて 

 22
0

2

0
2

0
2

0
0

2
]sin[













s

s

sds

d
ttL  

(2) 2
0

20 ][cos






s

s
tL と，ラプラス変換の性質  

ds

sdF
ttf

)(
)( L を用いて 

   22
0

2

2
0

2

22
0

2

22
0

2

2
0

20

2
]cos[
























s

s

s

ss

s

s

ds

d
ttL  

(3) tetg at
0sin)(  とすると   2

0
2
0)]([)(






as

tgsG L である。これに，関係

式    
2

2
22 )(

1)(
ds

sGd
tgt L を用いると，次のように求まる． 

 
 

  
       

  
 
  32

0
2

2
0

2

0

42
0

2

2
0

2222
0

2

0

22
0

2

0

2
0

2
0

2

2

2

2
2

3
2            

4
2            

2
            

)(
)]([)]([


































as

as

as

asasas

as

as

ds

d

asds

d

ds

sGd
tgttf LL

 

 

［解答 11.5］ 

2

1

1

1)(







ssds

sdF
であり，これを  

ds

sdF
ttf

)(
)( L にあてはめると次のよう

になる． 

tt ee
ss

ttf  









 21

2

1

1

1
)( L  

したがって， )(sF のラプラス逆変換 )(tf は次のように求まる． 

t

ee
tf

tt 


2

)(  

 

［解答 11.6］ 
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0t で関数 )(1 tf と )(2 tf の値がいずれも 0 であることに注意して，たたみ込み関数

を求める． 

 

 

tt

tttttt

tt

dtt

dtt

dtff

tt

t

t

t

sin
2

1
           

cos
4

1
2coscos

4

1
2sin

4

1

2

1
sin           

2cos
2

1
cos

2

1
2sin

4

1

2

1
sin           

2sincos
2

1

2

2cos1
sin           

cossincoscossin           

sincos

00

0

0

2

021









 









 







 





















 

さらに，  
1

1
sin

2 

s

tL と  
ds

sdF
ttf

)(
)( L であることを用いると， 21 ff  のラプラ

ス変換は次のように求まる． 

 22221
11

1

2

1
][







s

s

sds

d
ffL  

一方，
1

][cos][
21 


s

s
tf LL ，

1

1
][sin][

22 

s

tf LL であるから 

 2221
1

][][



s

s
ff LL  

となり，確かに ][][][ 2121 ffff LLL  が成り立つ． 

 

［解答 11.7］ 

 与式を二つのラプラス変換の積と考えると，そのラプラス逆変換は次のように二つ

の関数のたたみ込み積分で求めることができる． 

(1)与式を ][sin tL と ][sin tL の積に比例すると考えると，次のようにラプラス逆変

換が求まる． 



 64

 
 

  

   






 



 




































tt
tt

t

dtt

dttt

sss

t

t

t



























cos
sin

2

1

2

2sin
cos

2

1
                           

2coscos
2

1
                           

sinsin
1

sin*sin
1

                           

11

2
0

2

02

022

22222
1

222

1 LL

 

(2)与式を ][cos tL と ][cos tL の積と考えると，次のようにラプラス逆変換が求まる． 

 

   

  

   






 



 
























tt
tt

t

dtt

dttt
s

s

t

t

t













cos
sin

2

1

2

2sin
cos

2

1
                          

2coscos
2

1
                          

coscoscos*cos

0

0

0222

2
1L
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第 12 章 ラプラス変換の定係数常微分方程式への応用 

 

演習 12.1 次のラプラス変換 )(sF を部分分数に分解し，そのラプラス逆変換を求め

よ． 

(1) 
32

1
)(

2 


ss
sF   (2) 

65

1
)(

2 



ss

s
sF  

(3) 
)4)(3)(2(

)(



sss

s
sF  (4) 2)1(

)(



s

s
sF  

(5) 
)1()1(

)(
2 


ss

s
sF  

 

演習 12.2 次の関数のラプラス逆変換を求めよ． 

(1) 
1

1

as
 (2) 

22

1

as 
 (3) 

 2
1

as 
 (4) 

3s

e s

 

 

演習 12.3 次の関数 )(sF のラプラス逆変換を求めよ． 

(1) 
1)1(

)(
2 


s

s
sF  (2)  222

1
)(

ass
sF


  

 

演習 12.4 関数 )(tf のラプラス変換が   )()( sFtf L であるとき，次の関数のラプラ

ス逆変換を )(tf で表せ．ただし， 0a とする． 

(1) 
2

)(

s

sF
 (2) 

as

sF


)(

 (3) 
22

)(

as

sF


 (4) 

22

)(

as

ssF


 (5) 

22

)(

as

ssF


 

 

演習 12.5 ラプラス変換を用いて次の微分方程式を解け． 

(1) 04  y
dt

dy
    0t ，初期条件は 2)0( y  

(2) 064
2

2

 y
dt

dy

dt

yd
    0t ，初期条件は

2

1
)0( y ， 1)0(' y  

(3) ty
dt

dy

dt

yd
 32

2

2

    0t ，初期条件は 1)0( y ， 1)0(' y  
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［解答 12.1］ 

(1) 
13)1)(3(

1

32

1
)(

2 











s

b

s

a

ssss
sF とおくと， 

 
4

1
)()3

3


s
sFsa ，  

4

1
)()1

1


s
sFsb より，次のように部分分数に分解

される． 















1

1

3

1

4

1
)(

ss
sF  

逆変換は  tt eetf  3

4

1
)(  

(2) 
23)3)(2(

1

65

1
)(

2 














s

b

s

a

ss

s

ss

s
sF とおくと， 

2
2

1
)()3(

3
3









s

s s

s
sFsa ， 1

3

1
)()2(

2
2









s

s s

s
sFsb より， 

2

1

3

2

65

1
)(

2 









ssss

s
sF  

と部分分数に分解される．逆変換は
tt eetf 232)(   

(3)
432)4)(3)(2(

)(












s

c

s

b

s

a

sss

s
sF とおくと， 

1
)4)(3(

)()2(
2

2








s
s ss

s
sFsa ， 

3
)4)(2(

)()3(
3

3








s
s ss

s
sFsb ， 

2
)3)(2(

)()4(
4

4








s
s ss

s
sFsc  

より，次のように部分分数に分解される． 

4

2

3

3

2

1
)(










sss
sF  

逆変換は，
ttt eeetf 432 23)(    

(4) 1s は重根であるから， 22 )1(1)1(
)(










s

b

s

a

s

s
sF と部分分数に分解され

る．ここで   ssFs  )(1 2
であるから， 

  1)(1
1

2 
s

sFsb ，     1)(1
!12

1
1

2 



s

sFs
ds

d
a  
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となる．したがって， 

22 )1(

1

1

1

)1(
)(










sss

s
sF  

と部分分数に分解される．逆変換は，   ttt etteetf 1)(   

(5) 1s は 2 重根であるから，
1)1(1)1()1(

)(
22 











s

c

s

b

s

a

ss

s
sF と部分

分数に分解される．ここで，  
1

1)( 2



s

s
ssF であるから， 

 
2

1
)(1

1

2 
s

sFsb  

   
  4

1

1

1
)(1

!12

1

1

21

2 










s

s s

ss
sFs

ds

d
a  

4

1
)()1(

1


s
sFsc  

したがって， 

   14

1

)1(2

1

14

1
)(

2 








sss
sF  

と部分分数に分解される．逆変換は，
ttt ee

t
etf

4

1

24

1
)(    

 

［解答 12.2］ 

(1) 







 




a
sa

as 1
1

1

1
と変形できるから，ラプラス変換の性質   )()( asFtfeat L を

用いれば a

t

e
aas

 






1

1

11L と逆変換される． 

(2)  2222

1

asja

ja

as 



と変形し，  

22
sin






s

tL において ja とすれば，

22

1

as 
のラプラス逆変換は次のように求まる． 

 
a

at

j

ee

ja
jat

jaas

jatjjatj sinh

2

1
sin

11 )()(

22
1 











L  

(3)  
2

1

s
t L と ラ プ ラ ス 変 換 の 性 質   )()( asFtfeat L を 用 い れ ば ，
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 
atte

as













2
1 1

L とラプラス逆変換される． 

(4)  
3

2 2

s
t L と ラ プ ラ ス 変 換 の 性 質   )()( sFeatf asL を 用 い れ ば ，

 
2

1 2

3
1 








 
 t

s

e s

L  ( 1t )とラプラス逆変換される．ただし， t1 では 0
3

1 






 


s

e s

L

である． 

 

［解答 12.3］ 

(1) 
1)1(

1

1)1(

1

1)1(
)(

222 









ss

s

s

s
sF と 変 形 し ，  

1
cos

2 

s

s
tL ，

 
1

1
sin

2 

s

tL 及 び ラ プ ラ ス 変 換 の 性 質   )()( asFtfeat L を 用 い れ ば ，

 tte
s

s t sincos
1)1( 2

1 









L とラプラス逆変換できる． 

(2)   













2222222

1111
)(

assaass
sF と変形し，  

2

1

s
t L ，  

22
sin

as

a
at


L

を用いれば， 

  





 












a

at
t

aass

sin11
2222

1L とラプラス逆変換できる． 

 

［解答 12.4］ 

いずれもたたみ込み関数のラプラス変換として考える． 

(1) t
s







2
1 1

L であるから，      dftdtf
s

sF t

 



 





02
1 )()(

)(
L と表される． 

(2) ate
as








 11L であるから，     def

as

sF t ta  





 0

1 )(
)(

L と表される． 

(3) 
a

at

as

sin1
22

1 






L であるから，    dtaf

aas

sF t

 








022
1 sin)(

1)(
L と表され

る． 

(4) at
as

s
cos

22
1 






L であるから，    dtaf

as

ssF t

 








022
1 cos)(

)(
L と表される． 

(5) at
as

s
cosh

22
1 






L であるから，    dtaf

as

ssF t

 








022
1 cosh)(

)(
L と表され
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る． 

 

［解答 12.5］ 

)()]([ sYty L として両辺をラプラス変換して )(sY を求め，これをラプラス逆変

換して微分方程式の解 )(ty を求める． 

(1) 0)(42)(  sYssY より
4

2
)(



s

sY  

これをラプラス逆変換して，微分方程式の解は
tety 42)(  と求まる． 

(2)初期値
2

1
)0( y ， 1)0(' y を用いると， 

1
2

1
)()0(')0()( 22

2

2









ssYsysysYs

dt

yd
L  

2

1
)()0()( 





ssYyssY
dt

dy
L  

となり，与えられた微分方程式は次のようにラプラス変換される． 

 
2

2
)(64

0)(62)(41
2

1
)(

2

2






s
sYss

sYssYssYs
 

  22

2

2

1
)(

2 



s

s
sY  

ラプラス逆変換して，微分方程式の解は t
e

ty
t

2cos
2

)(
2

 と求まる． 

(3)初期条件 1)0( y ， 1)0(' y を用いると 

1)(2
2

2









ssYs

dt

yd
L  

1)( 





ssY
dt

dy
L  

となり，与えられた微分方程式は次のようにラプラス変換される． 

2
2 1

)(32)(21)(
s

sYssYssYs   
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 

 
 

    

























 





















21

1

21

1
7

32

9

1
       

21

117

9

132

9

1
       

32

1

32

12

9

132

9

1
       

32

1

32

1
)(

222

22

222

222

ss

s

ss

s

s

ss

ss

s

ss

s

s

s

ss

s

sss
sY

 

各項をラプラス逆変換して，微分方程式の解は 












 t

e
tetty

t
t 2sin

2
2cos723

9

1
)(  

と求まる． 
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第 13 章 ラプラス変換と線形システム 

 

演習 13.1 図 13.1(a)，(b)に示す線形回路において，抵抗 R の両端の電圧 )(tvR を応

答と考える．入力電圧 )(tv に対する )(tvR の伝達関数 )(sH を求めよ．また，この系（応

答）は安定であるかどうか，理由とともに答えよ． 

R

L

i(t)

vR(t)v(t)

C

  

C vR(t)

L

Rv(t)

 

(a)LCR 直列回路          (b)LCR 直並列回路 

図 13.1 線形回路 

 

演習 13.2 伝達関数が
2

1
)(



s

sH で与えられる線形システムに，次の入力 )(tf を与

えた場合の応答 )(tg を求めよ．ただし )(tu は階段関数である． 

(1) )()( tutf   

(2) )()( ttutf   

(3) ttutf sin)()(   

 

演習 13.3 二つの線形システム S1 ，S2において，入力 )(tfi に対する応答 )(tyi が次

の関係に従うものとする． 

)()(
)(

tfAty
dt

tdy
iii

i
i    ( 2,1i ) 

ここで， i と iAは定数である．このとき，次の問いに答えよ． 

(1)システム S1 ，S2のインパルス応答 )(1 th ， )(2 th を求めよ． 

(2)システムS1 ，S2に階段関数を入力として与えた場合の応答 )(1 tg ， )(2 tg を求めよ． 

(3)二つのシステムを直列に接続したシステム S を考える．図 13.2 に示す二つの接続

で，システム S の伝達関数が等しいことを示せ． 

(4)二つのシステムを直列に接続したシステム S に階段関数を入力として与えた場合

の応答 )(tg を求めよ． 

S
1

S
2入力 出力
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(a) 

S
1

S
2入力 出力

 

(b) 

図 13.2 二つの線形システムの直列接続 
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［解答 13.1］ 

(1)回路に流れる電流を )(ti ，コンデンサの両端の電圧を )(tvc とすると，次の関係式が

成り立つ． 

dt

dv
Ci

vvRi
dt

di
L

c

c




 

すなわち， vv
dt

dv
CR

dt

vd
LC c

cc 2

2

 

ここで， )()( ttv  として関係式をラプラス変換すると， 

1

1

1)()()(

2

2






CRsLCs
(s)V

sVsCRsVsVLCs

c

ccc

 

一方，応答は
dt

dv
CRRiv c

R  であるので，伝達関数は次のように求められる． 

1
)()( 2 


CRsLCs

CRs
sCRsVsH c  

伝達関数の極は， 012 CRsLCs より
LC

LC-RC-CR
s

2

422
 である．L，C，

R はいずれも正であるから，極の実部は負となる．したがってこの応答は安定である． 

(2)インダクタンスに流れる電流を )(ti ，コンデンサの両端の電圧を )(tvc とすると，電

圧電流の関係式は次のようになる． 

R

v

dt

dv
Ci

vv
dt

di
L

cc

c




 

これより， vv
dt

dv

R

L

dt

vd
LC c

cc 2

2

が得られる．さらに， cR vv  であるから，伝

達関数は次の式から求まる． 

12  H(s)sH(s)
R

L
H(s)LCs  

RLsLCRs

R

s
R

L
LCs

H(s)





 2
2 1

1
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(1)と同様に伝達関数の極を求めると
LCR

LCR-L-L
s

2

4 22
 であり，L，C，R はい

ずれも正であるから，極の実部は負となる．すなわち，この応答は安定である． 

 

［解答 13.2］ 

(1) 入力のラプラス変換は
s

sF
1

)(  であるから，応答 )(tg のラプラス変換は次のよう

に求まる． 

  













2

11

2

1

2

1
)(

ssss
sG  

これをラプラス逆変換して，応答は次のように求まる． 

     )(1
2

1
)( 2 tuetg t  

(2) 入力のラプラス変換は 2

1
)(
s

sF  であるから，応答 )(tg のラプラス変換は次のよ

うに求まる． 

  













2

121

4

1

2

1
)(

22 sssss
sG  

これをラプラス逆変換して，応答は次のように求まる． 

     )(21
4

1
)( 2 tuettg t  

(3) 入力のラプラス変換は
1

1
)(

2 

s

sF であるから，応答 )(tg のラプラス変換は次の

ように求まる． 

   

















2

1

1

2

5

1

12

1
)(

22 ss

s

ss
sG  

これをラプラス逆変換して，応答は次のように求まる． 

     )(cossin2
5

1
)( 2 tuetttg t  

 

［解答 13.3］ 

入力 )(tfi と応答 )(tyi のラプラス変換を )(sFi ， )(sYi とすると 

)(
1

)( sF
s

A
sY i

i

i
i 



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なる関係がある． 

(1) インパルス応答は，入力としてデルタ関数 1)( sFi を加えた場合の応答であるか

ら 

i

i

i

i

i
i

s

A

s

A
sH


 1

1

1
)(





  

をラプラス逆変換して，次のようにインパルス応答を得る． 

   i

t

i

i
i e

A
th 





)(  

(2) 階段関数のラプラス変換は
s

sFi
1

)(  であるから 

























i

i
i

i
i

ss
A

ss

A
sY


 1

111

1
)(  

ラプラス逆変換して，次の応答を得る． 

)(1)( tueAtg i

t

ii 















  

(3) システム S の伝達関数は 

1111
)(

1

1

2

2

2

2

1

1







s

A

s

A

s

A

s

A
sH


 

となり，いずれの接続でも等しくなる． 

(4) 応答 )(tg のラプラス変換は次のように求まる． 

(i) 21   のとき， 
































1

21

1

2

21

2

21
2

2

1

1

11
11

11
)(











 sss
AA

ss

A

s

A
sG  

となるから，これをラプラス逆変換して 
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)(
1

1

1

1
1       

)(1)(

2

2

2

1

1

2
21

21

2

21

1
21

tueeAA

tueeAAtg

tt

tt

i

i

































































 

(ii)   21 のとき， 

 


























 








2212

21

1

1
1

111

1
)(





sss

AA
ss

AA
sG  

となるから，これをラプラス逆変換して 

)(1)( 21 tue
t

eAAtg
tt















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